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Exercice 1. On considére les points A (1,0,0) , B(0,1,0) et C'(0,0,1).
1. Vérifions que les points A, B et C' déterminent un plan (ABC) :
—1
On a 1@ —1,1,0) et ﬁ —1,0,1) et comme — 7é —, donc les vecteurs 1@

et 1@ ne sont pas colinéaires, par suite les pomts A, B et C ne sont pas alignés
donc les points A, B et C déterminent un plan (ABC).

2. Montrons que le vecteur 70 (1,1,1) est normal au plan (ABC) et que
x+y—|—z—1 = 0 son équation

ona AB——1+1+O—Oetn1@ —1+1:Odoncﬁ>J_Eet
w L fﬁ ceci signifie que 7 (1,1, 1) est un vecteur normal au plan (ABC) .
Donc une équation cartésienne du plan (ABC') s’écrit sous la forme

r+y+z+d=0.

or A(1,0,0) € (ABC) & 14+0+0+d =0 < d= —1donc| (ABC) :x+y+2—1=0]
3. Soit (S) I'ensemble des points M (x,vy, z) qui vérifient MO? + M A%+ M B? +

MC? =5
1
(a) Montrons que:M02+MA2+MBQ+MC2:5@x2+y2+22—§x—
1 1 1 0
— —_ — — — =
M
On a

MO?> + MA2 + MB* + MC* =5 2 + > + 224+ (1 —2)* +* + 22
ta? (1 —y) + 22+ P+ (1 —2)° =5
A4yt +422 -2 —2y—22—2=0

1 1 1 1

—x—=y—=z2—==0

2 2 2
= —
"ty +=z 5 5 5 5



T T 1
donc| MO+ MA2+ MB?+ MC? =5 < 22 4y + 22 —

2 2 2 2

—r—=y—=z—==0.

111
) et de rayon

Déduisons que () est une sphére de centre le point (2 (Z’ 11

V11

4
— —1 —1 —1
Onaa:7,627,c:7etd—7alors
1 1 1 11
b’ —4d = ~ 2="->0
a* + b + Ttitit2=7>
11

donc 111 4

. (S) est une sphere de centre le poth(4 7 Z) et de 1"ayonR:T4:l

Calculons d (£2, (ABC)), puis déduisons que le plan (ABC') coupe la sphére

(S) selon un cercle (T')

—1

lTo +yo+ 20 — 1 'I‘_ 1 V3
On a d (2, (ABC)) = e Nt E
V11

et comme R = e alors d (£2, (ABC')) < R, ainsi le plan (ABC') coupe

la sphére selon un cercle (1) .

2
Montrons que le rayon du cercle (

donc le rayon du cercle (I) est

est
11 96
VR = =2
Onar R?—d 16 144 T \/7
/s

111
Montrons que H 333 est le centre du cercle (I)

Soit le point H (xg, ym, zm) le centre de (I).

On a H est le point d’intersection de la droite (A) qui passe par {2 est
orthogonale au plan (ABC).

Déterminons une représentation paramétrique de (A) :

On a (A) passe par {2 est orthogonale au plan (ABC') donc (A)est dirigée
par un vecteur normal a (ABC).

Soit 77 (1,1,1) un vecteur normal a (ABC) . Donc une représentation pa-



r=-+t
ramétrique de (A)est : Sy ==+t /(t €R).

z=—-+1
On a

(

1
T = +1

=t
H (2, ym, 2n) € (ABCO) N (A) & (FteR) A =77

g +yg+zp—1=0

donc
1+t + 1+t + 1+t 1—0<:>St+3 1—0<:>t—1
4 4 4 a 4 a 12
ft_1+1
1 H_it L o 111
onc = — —_ al sulte -, —, — .
41L+1 P 3'3'3
t= 4+ —
=112

111
Donc (') est le cercle de centre H <§, 3 g), et de rayon \/g

Exercice 2. .

1. Résolvons dans C Péquation 22 — 2v/3z4+4 =0
OnaA = (—2\/§)2 —4x1x4=12—-16 = —4 < 0, donc I'’équation admet
deux solutions complexes conjuguées z; et 2o telles que :

—b—iv—A 24/3—2
2 = ; = \/_2 Z:\/g—iet@:z_l:\/g—ki.Donc
a

S:{\/§—z‘,\/§+z‘}

2. On considére les points A (a), B (b) et C (c) tels que : @ = 2, b = /3 +i et
c=a+b

(a) Montrons que : |c| = 2v/2 4+ V3
Onac=a+b=2++3+idonc




|c|:\/<2+\/§>2+1

:\/4+4\/§+4

donc C:Q\/2_|_\/§

(b) Ecriture trigonométrique du nombre complexe b

1
Onalbl|=+v3+1=2doncb=2 (§+§Z> :2(608 (g) + isin (%))
. T T
Déduisons que : ¢ = 2 (1 + cos (E) + 281 (6)>
78 L. v 70 L. ™
Onac=a+b=24+2 (cos (g) + 181N (6)) =2 (1 + cos <5) + 781m (6))

™

15 [27]

(¢) Déduisons que : arg (c) =
Méthode 1

On a

C z Z<+1b+ cos (=) +isin (<))
_9 (20032 (1—7;) + isin (1%) .08 (1%))
e (2) (o (3) on ()

or0 < — < = donc cos (%) > 0 donc ceci signifie que| arg (c) =

12 2
Méthode 2

[27]

-
12




(HCOSS ) visin ()
_ ( ‘e E)
2612< 12 40 12)

—4005( )xe12
12

or 0 < — <~ donc cos (;;) > (0 donc ceci signifie que| arg (¢) = i [27]

12 2 12
(d) Déterminons 'image du point B par la rotation R de centre C et d’angle
s
G
On a

‘ﬂ- ‘7-(-
eb(b—c)+c=—-aeb +c

3 1
— 9 <§+§z’> +2+V3+i

= —V3—i+2+V3+i
— 2

=a

T 7
donc a = e 6 (b —¢) + ¢ clest-a-dire a — c = e 6 (b — ¢) donc A est I'image
du point B par la rotation R de centre C' et d’angle %

(e) Déduisons que OBC' A est un losange

On ac=a+ b cest-a-dire ¢ — b = a donc B? = (74 d’ou OBC A est un
parallélogramme.

CB=CA
D’autre part on a R (B) = A c-est-a-dire (ﬁ) _ % 2]

On déduit que OBCA est un parallélogramme et CB = C' A ceci signifie
que OBC'A est un losange.

Exercice 3. .



1

. Montrons que : p(A) = 51

On tire simultanément et au hasard 4 boules de I'urne qui contient 9 boules,
donc card (Q) = C¢ = 126

On a A : « les quatre boules tirées sont de la méme couleur »

c’est-a-dire A : {RRRR ou VVVV} donc

card (A cd+ ot 6 1
p(A)= ( ): 5 4

card (Q) 126 126 21

9
. Montrons que p (B) = 7

On a B : « Obtenir au moins deux boules vertes »
c’est-a-dire B : {VVRR ou VVV R ou VVVV} donc

(B) — card(B) Cix CZ+ Cyx C+ Cf 9
PR = Card (@) ~ 126 T4

. Calculons p (AN B)
card (AN B) 1

Ona ANB:{VVVV}doncp(ANB) = d(Q) 126
car

. Montrons que la probabilité d’obtenir au moins deux boules vertes, sachant

que le tirage des quatre boules sont de la méme est —

0)
1
p(ANB) 126 1
Ona:pa(B) = _ 126 _ 21 =
naipalB)="=T0n = = 05 ¥ 2 g
21

. On peut schématiser cette expérience par un arbre
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FIGURE 1 —
Reéaliser 'événement C c’est tirer : {RRVV ou VVRR ou RVRV} donc

P = 36770736710 " 36 10 30

Probléme 1. .
1) On considére la fonction g définie sur ]0, +oo| par : g (z) = e T + — — 2
T
1. Calculons xl—Z>Toog (x) et jiT(I)’ig (x) :
X=—z+1
Ona lim —z+1 = —ocodonc lim e ™ = lim eX =0 < T )
T—+00 L—+00 X——00 r— 4o0o=X — —0
1
et comme lim — —2= -2
r—+oo
par suite J_%TOOQ (z) = -2




lime ™l —2=¢—-2

x . 1 ,
On a a0+1 donc lime ™™ + = — 2 = 400 par suite
lim — = +o00 r=07 T
x—=0t T
limg(x) = 400
=0t

2. Calculons ¢’ (x) pour tout x > 0, puis déduisons que g est strictement décroissante

sur |0, 400

la fonction g est dérivable sur |0, +00], et pour tout x € ]0, +o00[ on a

1 ! 1 1
! —z+1 —z+1 —z+1
= 4+ ——2 = — - — = + —
g <$) (6 i ) c 5132 (6 5132>

donc (Vo > 0),4' (z) = — <e‘m+1 + %) :

X

On a e+ + % > 0 pour tout z > 0 donc (Vz > 0),¢ (z) < 0. Par suite la
fonction g est éﬂtrictement décroissante sur |0, +o0].

g(z)<0si x>1

g(z)>0s1 O<z<1

3. Calculons g (1), puis déduisons que {

Onag(l)=ec'"+1-2=0.
La fonction g est strictement décroissante sur |0, +o00[ donc
r>1=g(r)<g(l)=g(zx) <0,donc (Vx >1),g(z) <0.

O<z<l=yg(x)>g(l)=g(x)>0,donc (Vz €]0,1]),g(z) > 0.

Conclusion : {(V:C >1),9(x) <0
(Vz €10,1]),g(z) > 0

11) On considére la fonction f définie sur |0, +oo[ par : f (z) = (1 — z) e *T! —
2 + 5x — 3 — 2lnw

1. Montrons que : lzm+f (x) = 400, puis interprétons géométriquement le résultat
x—0

(lim (1—z)e ™t =¢

=0T
lim —a®+ 50 — 3= —3 ' _
Ona ¢ lim — 2%+ 5z donc xlg?@f (x) = +o0.

litm — 2lnz = +00
\ z—07F

| La courbe (Cf) admet une asymptote verticale d’équation x = 0. |

2. .
(a) Montrons que : lz'T f (x)
T—+00
Ona lim1—x=—occdonc lim (1—z)e = lim XeX=0.
r——+00 T——400 X——o0



5 3 [
ona lim —x?+5x—3—2lnx = lim x* (—1+————2ﬂ> = —00,

TrT—r+00 rT—+00 €T 332 5{;2

donc x&Toof (z) = —o0
o f(x) . ) .
(b) Montrons que : ZZT = —o00, puis interprétons géométriquement le
rz—+o00 I
résultat
x 1 3 Inx

On a lz'mf(): lim (——1)6_$+1—$+5———2—

r—+00 I T—H+00 \ T € x

1 1

ona lim ——1=—1et lim e *" =0donc lim (— — 1) et =0

rT—+oor r—+00 r—+00 €T

, Inz . :
de plus lim —2— =0et ltm — x4+ 5— — = —o0 par suite
rT—+00 T r—+00 €T
1 3 Inx
lim (——1)€_x+1—$—|—5———2—:—00
r—+00 \ T i X
c’est-a-dire | [im f (@) = —00
r—+o0

| La courbe (Cf) admet une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées at
3. On pose h(z) = f(x) —

(a) Montrons que 1 est la seule solution de I'équation h (z) =0

La fonction h est continue et strictement décroissante sur |0, +oo[ donc

h (]0, +00]) = R et comme 0 € R par suite 'équation h (x) = 0 admet une

seule solution dans ]0, +o00].

Orh (1) = f(1)—1 =0, donc 1 est la seule solution de I'équation h (z) = 0.
(b) Déduisons la position relative de (Cf) par rapport a la droite (A) 1y ==

La fonction h est strictement décroissante sur |0, +o00] et h (1) = 0, donc

r>1=h(x)<h(l)=h(z)<0= f(zr)—2x<0,dou

Ve >1),f(x) <=

la courbe (Cy) est au-dessous de la droite (A) sur |1, +o00]

O<z<l=h(z)>h(l)=h(z)>0= f(x)—2>0dou
(Ve €]0,1)), f (z) > x

la courbe (Cf) est au-dessus de la droite (A) sur |0, 1].

(Cr)N(A) ={A1, 1)}



4. .
(a) Montrons que f'(z) =(zx —2)g
La fonction f est dérivable sur |

(x) pour tout x > 0
0, +o0[, et pour tout x > 0 on a

f’(CL’) _ —€_I+1—|—(1—$) % (_6—;1:—1-1) —2:C—|—5—§

2
— _26—x+1 _i_xe—x-i-l o 2x+5 _“
T

:—2€_x+1+4+$(€_x+1—2)+1—2
i
:—2(6_‘”“—2)—|—:L'(e_5”+1—2)—|—x;2

:(e_x+1—2)(x—2)+x;2

= (z —2) (e_”l—Q—i—l)

=(r=2)g(z)

donc| (Vo > 0), f'(z) = (. —2) g (v) |
(b) Le tableau de variation de la fonction f sur |0, +o0|

D’aprés la partie 1, on déduite le tableau de signe suivant

r |0 1 2 +00
r—2 — — 6 +
gl) + 0 - -
@) - § o+ =
FIGURE 2 —
donc
z |0 1 2 +00
@l -y -
+00 —L+3—2In2
f(a) \
1/ \—oo
FIGURE 3 -

10



(¢) Montrons que f (x) = 0 admet une unique solution « sur |0, +00] :
*Sur Uintervalle ]0,2[ la fonction f admet 1 comme minimum en 1 donc
(Vx €]0,2[), f (x) > 1 et puisque 1 > 0 donc

(Vz €]0,2[), f (x) > 0.

Par suite I’équation f (z) = 0 n’admet pas de solutions dans l'intervalle
10,2].
*La fonction f est continue et strictement décroissante sur 'intervalle [2, +o00].
Donc f ([2,+o0]) =] — o0, f (2)] et puisque 0 €] — oo, f (2)],
alors I'équation f(x) = 0 admet une solution unique « dans Iintervalle
2, +o0l.
Conclusion : 'équation f () = 0 admet une unique solution « dans |0, +00] .
Montrons que : 3,2 < a < 3,4
La fonction f est continue sur [3,2;3,4] et comme f(3,2) x f(3,4) <0
donc d’apres T.V.I on déduit que : | 3,2 < a < 3,4 |

5. On construit la droite (A) et la courbe (Cy) :

I11)

1. En utilisant une intégration par parties, montrons que : f12 2in(z)dx = 4in(2)—
2 et ff (1—z)e " dr =271 -1

11



On a ff 2In(z)dr =2 ff Inxdz

u (x) =1 u(z) =
on pose 1 donc
v(z) =Ilnx v (x) = =
x
) 2
/ 2nzdr = 2 | [zlnz]] /1d33 21n2 — [z]3 ) =4In(2) — 2
! 1
— ]_ — ! — —1
On pose u (@) v = w'(@) donc
v (z) = e M v(z) = —e "

2. Déduisons en cm? I'aire de la surface délimitée par (Cy), les droites (A) , z =1
et v =2
Ona.A:ff\f(x)—x\dxxua
or comme (Vz € [1,2]), f(x) — 2 <0 donc |f (x) — z| = x — f (x)par suite

19



2
:/ g;_((1—x)e*”1—x2+5x—3—2ln:c)dx
1

2
:/ —(1—x)e_x+1+:z:2—4x—|—3+2ln$d$
1

2 2
2
= —/(l—x) e_”lda:—lr/ :U2—4x+3dx+/2ln:1:dx
1
1 1

2
— 1214 [% pw —I—Sx} +4ln(2) — 2
1

1
:1—26_1+<§—8—|—6—§—|—2—3)+4ln(2)—2

7
= —4—2 '+ 3 + 4In (2)

et comme ua = 4em? done | A =4 (—4 —2e 1+ g + 4in (2)) cm?

IV On considére la suite (u,) définie par : ug = In (3) et up1 = f (u,) pour tout
n € N.
1. Montrons que : 1 < wu, <2 pour tout n € N

Pour n = 0, on a uy = In(3) et comme 1 < uy < 2 donc la proposition est
vraie pour n = 0.

Soit n € N. On suppose que 1 < u,, < 2 et on montre que 1 < u, 1 < 2.
On a la fonction f est strictement croissante sur [1, 2] donc

1<u, <2=f()<fun) < f(2)=1< Uy < —e 143 —2n2

et comme —e ' +3 — 2In2 < 2 donc 1 < upyqq < 2.
D’apreés le principe de la récurrence on déduit que [Vn € N, 1 < w,, < 2]

2. Déterminons la monotonie de la suite (uy,)
On a (Vx € [1,2]), f (z) <z (d’aprés la question 3 — b)
Soit n € Nyonawu, € [1,2] dou f (u,) < u, c’est-a-dire (Vn € N) | w1 —u, <
0. Ceci signifie que la suite (u,,) est décroissante.
Déduisons la convergence de la suite (uy,)

La suite (u,) est décroissante et minorée par 1, donc elle converge.

13



3. Calculons lim w,,
- n%+oo

La fonction f est continue sur [1,2] et f([1,2]) C [1,2]

Uy € [1, 2]

(Vn € N), ups1 = f (up)

et comme la suite (u,) est convergente donc sa limite est la solution de I’équa-
tion f (x) = x dans [1,2].

Soit x € [1,2], on a

et la suite (u,,) est définie par :

fx)=zs f(zr)—x=0&h(x)=0
or 1 est la seule solution de I’équation h (z) = 0, ceci signifie que

lim u, =1
n—-+o00

14



