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1 Les identités remarquables

1.

Développement−→
(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

←−
Factorisation

2. (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

3. (a− b) (a+ b) = a2 − b2

4. (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

5. (a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

6. a3 − b3 = (a− b)
(
a2 + ab+ b2

)
7. a3 + b3 = (a+ b)

(
a2 − ab+ b2

)
2 Les fractions

a, b et c sont des nombres réels.

1.
a

b
=
c

d
⇔ ad = bc (condition : b 6= 0 et d 6= 0)

2.
a

b
= 0⇔ a = 0 (condition : b 6= 0)

3. −a
b

=
−a
b

=
a

−b
(condition : b 6= 0)

4.
a

b
± c

d
=
ad

bd
± cb

bd
=
ad± cb
bd

(condition : b 6= 0 et d 6= 0)

5.
a

b
× c

d
=
ac

bd
(condition : b 6= 0 et d 6= 0)
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4 LES RACINES CARRÉES

6.

a
b

c
=
a

b
× 1

c
=

a

bc
(condition : b 6= 0 et c 6= 0)

7.
a
b
c

= a× c

b
=
ac

b
(condition : b 6= 0 et c 6= 0)

8.

a
b
c
d

=
a

b
× d

c
=
ad

bc
(condition : b 6= 0 , c 6= 0 et d 6= 0)

3 Les puissances

1. a× a× ...× a︸ ︷︷ ︸
n fois

= an , n ∈ N∗ , a1 = a. (Attention : a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸ = na

n fois

)

2. Pour tout réel non nul, on a a0 = 1.

3.
1

an
= a−n, an × am = an+m , (an)m = an×m ,

an

am
= an−m, an × bn = (a× b)n

et
an

bn
=
(a
b

)n
4 Les racines carrées

Soit a un réel positif. On appelle racine carrée de a et on note
√
a , l'unique

nombre positif b tel que : b2 = a (et on écrit : b =
√
a).

1.
√

0 = 0 ,
√

1 = 1 et
√
x2 = |x|

2.
√
a×
√
b =
√
ab (condition : a ≥ 0 et b ≥ 0)

3.

√
a√
b

=

√
a

b
(condition : a ≥ 0 et b > 0)

4.


√
a =
√
b⇔ a = b

√
a <
√
b⇔ a < b

(condition : a ≥ 0 et b ≥ 0)

5. Si a > 0, alors x2 = a⇔ x =
√
a ou x = −

√
a

6. .

(a) Le conjugué de
√
A+B est

√
A−B et on a

√A+B =

(√
A+B

)(√
A−B

)
√
A−B


(b) Le conjugué de

√
x2 − 2x+ 3− x+ 2 est

√
x2 − 2x+ 3 + x− 2.
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6 SIGNE DE AX +B - INÉQUATION (AVEC PRODUIT OU QUOTIENT)

5 Valeur absolue

Soient x, y, a, b et r sont des réels

1. |x| =


x si x ≥ 0

−x si x ≤ 0

2. |x| = 0⇔ x = 0

3. (∀x ∈ R) , |x| ≥ 0

4. |x| = |y| ⇔ x = y ou x = −y
5. Si a ≥ 0, alors |x| = a⇔ x = a ou x = −a

6. |a× b| = |a| × |b|,
∣∣∣a
b

∣∣∣ =
|a|
|b|

(b 6= 0) et |an| = |a|n pour tout n ∈ N.

7. |x| ≤ r ⇔ −r ≤ x ≤ r (condition : r ≥ 0)

8. |x| ≥ r ⇔ x ≥ r ou x ≤ −r (condition : r ≥ 0)

9. x2 ≤ r ⇔ −
√
r ≤ x ≤

√
r (condition : r ≥ 0)

10. x2 ≥ r ⇔ x ≥
√
r ou x ≤ −

√
r (condition : r ≥ 0)

6 Signe de ax + b - inéquation (avec produit ou quotient)

Figure 1 �

Pour résoudre des inéquations � produit � (ax+ b) (cx+ d) ≥ 0 ou � quotient �
ax+ b

cx+ d
≥ 0 on utilise un tableau de signe.

1. Résolvons dans R l'inéquation : (x+ 1) (x+ 2) (−2x+ 3) < 0.

On a


x+ 1 = 0⇔ x = −1

x+ 2 = 0⇔ x = −2

−2x+ 3 = 0⇔ x =
3

2

par suite
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7 LE SECOND DEGRÉ AX2 +BX + C AVEC A ∈ R∗ ET (B,C) ∈ R2

Figure 2 �

Donc S = ]−2,−1[
⋃]3

2
,+∞

[
2. Résolvons dans R l'inéquation

5x− 2

1 + 3x
≤ 0

L'expression
5x− 2

1 + 3x
existe si et seulement si 1 + 3x 6= 0 c'est-à-dire x 6= −1

3
.

On a


5x− 2 = 0⇔ x =

2

5

1 + 3x = 0⇔ x =
−1

3

par suite

Figure 3 �

donc S =]
−1

3
,
2

5
]

7 Le second degré ax2 + bx + c avec a ∈ R∗ et (b, c) ∈ R2

1. Comment résoudre une équation du second degré (E) : ax2 + bx + c = 0 ?
(a 6= 0)

(a) Méthode classique : calculer le discriminant ∆ = b2 − 4ac
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8 SIGNE D'EXPRESSION AVEC RACINES CARRÉES

i. Si ∆ > 0 alors l'équation admet 2 solutions distinctes : x1 =
−b+

√
∆

2a

et x2 =
−b−

√
∆

2a

ii. Si ∆ = 0, alors l'équation admet une solution unique x0 =
−b
2a

iii. Si ∆ < 0, alors S = φ.

(b) Autres méthodes et astuces : Forme canonique ax2+bx+c = a

(
x+

b

2a

)2

−

b2 − 4ac

4a
puis factoriser si possible ...

(c) Si c = 0 alors

ax2 + bx = 0⇔ x (ax+ b) = 0⇔ x = 0oux =
−b
a

(Donc si c = 0 alors 0 et
−b
a

sont les solutions de (E)).

2. Comment déterminer le signe de ax2 + bx+ c (a 6= 0) ?

(a) Commencer par calculer le discriminant ∆ = b2 − 4ac

i. Si ∆ < 0, alors ax2 + bx+ c est du signe de a sur R

ii. Si ∆ = 0, alors ax2 + bx+ c est du signe de a pour tout x 6= −b
2a

iii. Si ∆ > 0, alors ax2 + bx + c est du signe de a à l'extérieur des racines
x1 et x2 et du signe contraire de a entre les racines.

8 Signe d'expression avec racines carrées

1. Comment déterminer le signe de
√
A−B ? (avec A ≥ 0 et B 6= 0)

(a) Si B < 0, alors −B > 0 et
√
A ≥ 0, donc

√
A−B > 0

(b) Si B > 0, on multiplie et on divise par le conjugué
√
A+B :

√
A−B =

(√
A−B

)(√
A+B

)
√
A+B

=
A−B2

√
A+B

alors le signe de
√
A−B est celui de A−B2.
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9 ENSEMBLE DE DÉFINITION D'UNE FONCTION

2. Comment déterminer le signe de
√
A−
√
B ? (avec A ≥ 0 et B ≥ 0)

On a :

√
A−
√
B =

(√
A−
√
B
)(√

A+
√
B
)

√
A+
√
B

=
A−B√
A+
√
B

Donc le signe de
√
A−
√
B est celui de A−B.

9 Ensemble de dé�nition d'une fonction

Soit f une fonction numérique et Df son ensemble de dé�nition.

Df =
{
x ∈ R/f (x) existe

}
Techniques pour chercher l'ensemble de dé�nition d'une fonction
Soient P et Q deux fonctions polynomes et f une fonction numérique.
Expression de la fonction f Détermination de Df

f (x) = P (x) Df = R

f (x) =
P (x)

Q (x)
Df = {x ∈ R/Q (x) 6= 0}

f (x) =
√
P (x) Df = {x ∈ R/P (x) ≥ 0}

f (x) =
P (x)√
Q (x)

Df = {x ∈ R/Q (x) > 0}

f (x) =

√
P (x)

Q (x)
Df =

{
x ∈ R/

P (x)

Q (x)
≥ 0 et Q (x) 6= 0

}
f (x) =

P (x)√
Q (x)− a

a>0

Df =
{
x ∈ R/Q (x) ≥ 0 et

√
Q (x)− a 6= 0

}
1. Déterminer l'ensemble de défnition de la fonction f :

f (x) =
|x| (x+ 1)

x (2x2 + x− 3)
, f (x) =

√
2x2 − 3x+ 1, f (x) =

√
x2 − 1

2x− 1
, f (x) =

√
x− 2√
x+ 2

(a) On a :Df =
{
x ∈ R/x

(
2x2 + x− 3

)
6= 0
}

=
{
x ∈ R/x 6= 0 ou 2x2 + x− 3 6= 0

}
Le discriminant de l'équation 2x2 +x−3 = 0 est ∆ = 25 donc les solutions

de l'équation sont x1 = 1 et x2 =
−3

2
, donc Df = R\

{
−3

2
, 0, 1

}
(b) On a : Df =

{
x ∈ R/2x2 − 3x+ 1 > 0

}
L'équation 2x2− 3x+ 1 = 0 admet deux solutions réelles distinctes x1 =

1

2
et x2 = 1. Etudions maintenant le signe de 2x2 − 3x+ 1 :
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10 LIMITES DE FONCTIONS

Figure 4 �

Donc Df =]−∞, 1

2
]
⋃

[1,+∞[

(c) On a : Df =

{
x ∈ R/

x2 − 1

2x− 1
≥ 0 et 2x− 1 6= 0

}
. Etudions le signe de

x2 − 1

2x− 1

Figure 5 �

Donc S = [−1,
1

2
[
⋃

[1,+∞[

(d) On a :

Df =
{
x ∈ R/x ≥ 0 et

√
x+ 2 6= 0

}
=
{
x ∈ R/x ≥ 0 et

√
x 6= −2

}
donc Df = [0,+∞[

10 Limites de fonctions

10.1 Limites usuelles

10.1.1 Au voisinage de ∞

1. lim
x→+∞

xn = +∞ avec n ∈ N∗

2. lim
x→+∞

1

xn
= 0 et lim

x→−∞

1

xn
= 0 avec n ∈ N∗

3. lim
x→+∞

√
x = +∞
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10.2 Limites de fonctions polynomes et rationnelles en un point a et en +∞10 LIMITES DE FONCTIONS

4.


Si n est pair, alors lim

x→−∞
xn = +∞

Si n est impair, alors lim
x→−∞

xn = −∞

10.1.2 Au voisinage de 0

1. lim
x→0+

1√
x

= +∞

2.


Si n est pair, alors lim

x→0

1

xn
= +∞

Si n est impair, alors lim
x→0−

1

xn
= −∞ et lim

x→0+

1

xn
= +∞

10.2 Limites de fonctions polynomes et rationnelles en un point a et en

+∞

Soient P et Q deux fonctions polynomes et a un réel.
P (x) = anx

n + an−1x
n−1 + ...+ a1x+ a0 avec (an 6= 0)

Q (x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + ...+ b1x
1 + b0 avec (bm 6= 0)

1. lim
x→a

P (x) = P (a)

2. lim
x→±∞

P (x) = lim
x→±∞

anx
n

3. Si Q (a) 6= 0,alors lim
x→a

P (a)

Q (a)

4. lim
x→±∞

P (x)

Q (x)
= lim

x→±∞

anx
n

bmxm

10.3 Limite de la fonction
√
f

Soit f une fonction positive et ` un réel positif :

1. Si lim
x→a

f (x) = `, alors lim
x→a

√
f (x) =

√
` avec a ∈ R

⋃
{−∞,+∞}

2. Si lim
x→a

f (x) = +∞, alors lim
x→a

√
f (x) = +∞.

10.4 Opérations sur les limites

Soit f et g deux fonctions numériques et x0 ∈ R. Si lim
x→x0

f (x) = ` et lim
x→x0

g (x) = `′

alors :
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10.4 Opérations sur les limites 10 LIMITES DE FONCTIONS

1. lim
x→x0

(f + g) (x) = `+ `′

2. lim
x→x0

(f × g) (x) = `× `′

3. Si `′ 6= 0 alors lim
x→x0

(
1

g

)
(x)=

1

`′
et lim

x→x0

(
f

g

)
(x) =

`

`′

Forme indéterminées : (+∞) + (−∞), 0×∞ ,
0

0
et
∞
∞

10.4.1 Limites du type lim
x→a

f (x)

g (x)
avec f (a) = g (a) = 0 et a ∈ R :

On factorise f (x) et g (x) par (x− a) puis on simpli�e :

f (x) = (x− a) f1 (x) et g (x) = (x− a) g1 (x), donc lim
x→a

f (x)

g (x)
= lim

x→a

f1 (x)

g1 (x)
=
f1 (a)

g1 (a)
si g1 (a) 6= 0

Exemple 1. Calculer lim
x→1

x4 − 2x3 + x2 + x− 1

x2 + x− 2
On a x4− 2x3 + x2 + x− 1 = (x− 1)

(
x3 − x2 + 1

)
et x2 + x− 2 = (x+ 2) (x− 1)

donc

lim
x→1

x4 − 2x3 + x2 + x− 1

x2 + x− 2
= lim

x→1

(x− 1)
(
x3 − x2 + 1

)
(x− 1) (x+ 2)

= lim
x→1

x3 − x2 + 1

x+ 2

=
1

3

10.4.2 Cas avec f
(
ou g

)
est de la forme

√
h± k :

Dans ce cas on multiplie le numérateur et le dénominateur par l'expression conju-
guée.

Exemple 2. Calculer lim
x→1

√
3x+ 1− 2

1−
√
x
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10.4 Opérations sur les limites 10 LIMITES DE FONCTIONS

On a

lim
x→1

√
3x+ 1− 2

1−
√
x

= lim
x→1

(√
3x+ 1− 2

) (√
3x+ 1 + 2

)
(1 +

√
x)

(1−
√
x) (1 +

√
x)
(√

3x+ 1 + 2
)

= lim
x→1

(3x+ 1− 4) (1 +
√
x)

(1− x)
(√

3x+ 1 + 2
)

= lim
x→1

(3x− 3) (1 +
√
x)

− (x− 1)
(√

3x+ 1 + 2
)

= lim
x→1

−3 (x− 1) (1 +
√
x)

(x− 1)
(√

3x+ 1 + 2
)

= lim
x→1

−3 (1 +
√
x)√

3x+ 1 + 2

=
−6

4
=
−3

2

10.4.3 Cas lim
x→a

f (x)− f (a)

x− a

Si f est une fonction dérivable en a alors : lim
x→a

f (x)− f (a)

x− a
= f ′ (a)

Exemple 3. Calculer lim
x→−2

(3x+ 5)2023 + 1

x+ 2
La fonction f : x 7→ (3x+ 5)2023 est dérivable sur R, en particulier en −2 et on a
f (−2) = (−1)2023 = −1, et

(∀x ∈ R) , f ′ (x) = 2023 (3x+ 5)2023 × 3 = 6069 (3x+ 5)2022

On a f ′ (−2) = 6069 (−1)2022 = 6069, donc

lim
x→−2

(3x+ 5)2023 + 1

x+ 2
= lim

x→−2

f (x)− f (−2)

x− (−2)
= f ′ (−2) = 6069

10.4.4 Limites usuelles de fonctions trigonométriques

Soit a un réel

1. lim
x→a

sinx = sin (a)

2. lim
x→a

cosx = cos (a)

3. lim
x→a

tanx = tan (a) si a 6= π

2
+ kπ avec k ∈ Z
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10.4 Opérations sur les limites 10 LIMITES DE FONCTIONS

4. lim
x→0

sinx

x
= 1

5. lim
x→0

tanx

x
= 1

6. lim
x→0

1− cosx
x2

=
1

2

10.4.5 Type lim
x→+∞

(√
ax2 + bx+ c+ αx+ β

)
avec a > 0 et α 6= 0

Comment factoriser par x l'expression
√
ax2 + bx+ c+ αx+ β ?

Pour x > 0 on a

√
ax2 + bx+ c+ αx+ β =

√
x2
(
a+

b

x
+

c

x2

)
+ αx+ β

=
√
x2.

√
a+

b

x
+

c

x2
+ x

(
α +

β

x

)
= |x|

√
a+

b

x
+

c

x2
+ x

(
α +

β

x

)
= x︸︷︷︸
|x|=x

√
a+

b

x
+

c

x2
+ x

(
α +

β

x

)

= x

(√
a+

b

x
+

c

x2
+ α +

β

x

)

on a lim
x→+∞

(√
a+

b

x
+

c

x2
+ α +

β

x

)
=
√
a+α . On pose f (x) =

√
ax2 + bx+ c+

αx+ β

1. Si α > 0, alors lim
x→+∞

f (x) = +∞.

2. Si α < 0, alors :

(a) Si
√
a+ α 6= 0, alors factoriser par x.

(b) Si
√
a + α = 0, alors multiplier et diviser par le conjugué, puis factoriser

par x au numérateur et au dénominateur (si nécessaire) puis simpli�er par
x.

Exemple 4. Calculer lim
x→+∞

√
x2 − x+ 1− 3x+ 2

On a : a = 1 et α = −3 donc α < 0 et comme
√
a+α = −2 < 0,il su�t de factoriser
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10.4 Opérations sur les limites 10 LIMITES DE FONCTIONS

par x :
on a

lim
x→+∞

√
x2 − x+ 1− 3x+ 2 = lim

x→+∞
x

(√
1− 1

x
+

1

x2
− 3 +

2

x

)

et comme


lim

x→+∞
x = +∞

lim
x→+∞

√
1− 1

x
+

1

x2
− 3 +

2

x
= −2

⇒ lim
x→+∞

x

(√
1− 1

x
+

1

x2
− 3 +

2

x

)
=

−∞ donc
lim

x→+∞

√
x2 − x+ 1− 3x+ 2 = −∞

Exemple 5. Calculer lim
x→+∞

√
4x2 + 3x− 1− 2x+ 5

On a : a = 4 et α = −2 donc α < 0, et comme
√
a+α = 0, on utilise le conjuguée :

lim
x→+∞

√
4x2 + 3x− 1− 2x+ 5 = lim

x→+∞
5 +

√
4x2 + 3x− 1− 2x

= lim
x→+∞

5 +

(√
4x2 + 3x− 1− 2x

) (√
4x2 + 3x− 1 + 2x

)
√

4x2 + 3x− 1 + 2x

= lim
x→+∞

5 +
4x2 + 3x− 1− 4x2√

4x2 + 3x− 1 + 2x

= lim
x→+∞

5 +
3x− 1√

4x2 + 3x− 1 + 2x

= lim
x→+∞

5 +

x

(
3− 1

x

)
x

(√
4 +

3

x
− 1

x2
+ 2

)

= lim
x→+∞

5 +
3− 1

x√
4 +

3

x
− 1

x2
+ 2

et comme


lim

x→+∞
3− 1

x
= 3

lim
x→+∞

√
4 +

3

x
− 1

x2
+ 2 = 4

alors lim
x→+∞

3− 1

x√
4 +

3

x
− 1

x2
+ 2

=
3

4
par suite
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10.4 Opérations sur les limites 10 LIMITES DE FONCTIONS

lim
x→+∞

5 +
3− 1

x√
4 +

3

x
− 1

x2
+ 2

=
23

4
c'est-à-dire

lim
x→+∞

√
4x2 + 3x− 1− 2x+ 5 =

23

4

10.4.6 Type lim
x→−∞

√
ax2 + bx+ c+ αx+ β avec a > 0 et α 6= 0

Comment factoriser par x l'expression
√
ax2 + bx+ c+ αx+ β ?

Pour x < 0 on a

√
ax2 + bx+ c+ αx+ β =

√
x2
(
a+

b

x
+

c

x2

)
+ αx+ β

=
√
x2.

√
a+

b

x
+

c

x2
+ x

(
α +

β

x

)
= |x|

√
a+

b

x
+

c

x2
+ x

(
α +

β

x

)
= −x︸︷︷︸
|x|=−x

√
a+

b

x
+

c

x2
+ x

(
α +

β

x

)

= x

(
−
√
a+

b

x
+

c

x2
+ α +

β

x

)

on a lim
x→+∞

(
−
√
a+

b

x
+

c

x2
+ α +

β

x

)
= −
√
a+α . On pose f (x) =

√
ax2 + bx+ c+

αx+ β

1. Si α < 0, alors lim
x→−∞

f (x) = +∞.

2. Si α > 0, alors :

(a) Si −
√
a+ α 6= 0, alors factoriser par x.

(b) Si −
√
a+ α = 0, alors multiplier et diviser par le conjugué, puis factoriser

par x au numérateur et au dénominateur (si nécessaire) puis simpli�er par
x.

Exemple 6. Calculer lim
x→−∞

√
2x2 − 3x+ 1 + x− 2

On a : a = 2 et α = 1 alors
√
a + α = −

√
2 < 0, alors il su�t de factoriser par x

donc
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10.4 Opérations sur les limites 10 LIMITES DE FONCTIONS

lim
x→−∞

√
2x2 − 3x+ 1 + x− 2 = lim

x→−∞
x

(
−
√

2− 3

x
+

1

x2
+ 1− 2

x

)

et comme lim
x→−∞

(
−
√

2− 3

x
+

1

x2
+ 1− 2

x

)
= −
√

2 + 1 < 0

par suite lim
x→−∞

x

(
−
√

2− 3

x
+

1

x2
+ 1− 2

x

)
= +∞ c'est-à-dire

lim
x→−∞

√
2x2 − 3x+ 1 + x− 2 = +∞

Exemple 7. Calculer lim
x→−∞

√
9x2 − 2 + 3x− 4

FIN
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