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1 Les identités remarquables

Développement
BEEaN
1. (a+b)* = a®+ 2ab + b?

Factorisation

)? = a2 — 2ab + b?
)

(a—10b
(a =) (a+b) =a®>—b?
(a +b)° = a® 4 3a2b + 3ab? + b
(a—b)® = a® — 3a2b + 3ab® — b
a® — b* = (a —b) (a® + ab + b?)

a4+ b = (a+b) (a? — ab + b?)

a —+

Noe ok L

2 Les fractions

a, b et ¢ sont des nombres réels.

zgﬁad:bc(conditionib#oetd?ﬁo)

=0 < a =0 (condition : b # 0)

1.

2.

Qo R

:_Taz_ib(condition:b%o)
ad ¢cb ad=Lcb

= 7o+ 0= ——— (condition : b # 0 et d # 0)

:%(condition:b#()etd#())
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z 1
6.Q:gx—:g(Condition:b%Oetc#O)

c b ¢ be —
7.%:axg:%((:ondition:b#OGtc#O)

7 d d
8.%:gx—:a—(condition:b#O,c#Oetd#O)

c T T e R

3 Les puissances

lLaxax..xa=a",n€N a'=a. (Attention:a+a+..+a=na)

~"

n fois n fois
2. Pour tout réel non nul, on a a® = 1.

1 a”
3. —=a " ad"xa"=a"" ()" =a"", — =a""™, a" x V" = (a xb)"

a” a\” o
5 = (5)

4 Les racines carrées

Soit a un réel positif. On appelle racine carrée de a et on note /a , 'unique
nombre positif b tel que : b* = a (et on écrit : b = \/a).

1. V0=0,v1=1¢ct Va2 =|z|
Va x Vb= +/ab (condition : a > 0 et b > 0)

.%: \/%(condition ra>0etb>0)
Va=+vVbsa=0

4. (condition : @ > 0 et b > 0)
Va<vbea<h

.Sia>0alors 2’ =a < r=+aour=—\a

&

wo

(&)

(\/Z+B> (\/Z—B)

Le conjueué de vVA+Best VA—Betona | VA+ B =
(a) Jug JA_B

(b) Le conjugué de va? —2x+3 —x+2est Va2 —2x+3+x— 2.



5 Valeur absolue

Soient x, vy, a,b et r sont des réels
x st x>0
L |z| =
—x st <0
z] =0 2=0
(Vx € R),|z| >0
[z =yl &z =youz=—y

AN

Sia>0,alors |z =a<r=aouz=—a
6. |a x b| = |a|] x |b], ‘b‘ ||Z“ (b#0) et |a"| = |a|" pour tout n € N,

7. || <r < —r <z <r (condition : r > 0)

8. |z| >r< x>roux < —r (condition : r > 0)

9. 22 <r & —/r <z < +/r (condition : r > 0)

10. 22 > r < x> /r ou z < —/7 (condition : r > 0)

6 Signe de ax + b - inéquation (avec produit ou quotient)

, _ —b
€T o0 - +0o0

ar+b| signe(—a) (b signe(a)

FIGURE 1 -

Pour résoudre des inéquations « produit » (ax 4+ b) (cx +d) > 0 ou « quotient »
ar +b

cx +d

> (0 on utilise un tableau de signe.

1. Résolvons dans R l'inéquation : (z + 1) (x +2) (—2x 4+ 3) < 0.
r+1=0&2=—-1
Onal{z+2=0c2=-2 par suite

3



CEE —2 -1 % +00
2 - + + +
—20+3 + + + -
Produit + (]) - ? + 4]) —
FIGURE 2 -
3
Donc S =]-2,—-1[ gy To0
br — 2
2. Résolvons dans R I'inéquation a <
. 5 1+ 3z |
L’expression T~ 2 existe si et seulement si 1 + 32 # 0 cest-d-dire z £ —.
) 1+ 3z 3
r—2=0&12= B
On a < par suite
—1

143r=0& 2 =—
. 3

— 2
X o0 3 5 +0o0
Sr—2 — - +
1+3z — + +
Hr—2
143z + o ﬁ +
FIGURE 3 -
—1 2
donc S =|—., =
] 3 75]

7 Le second degré ar® + bxr + c avec a € R* et (b, c) € R?

1. Comment résoudre une équation du second degré (E) : ax® + bx +c¢ = 07
(a #0)

(a) Méthode classique : calculer le discriminant A = b? — 4ac




—b+ VA

i. Si A > 0 alors I'équation admet 2 solutions distinctes : 1 =

2a
—b— VA
et xro = ——
2a
—b
ii. S1 A = 0, alors I’équation admet une solution unique zy = o
a

iii. S1 A < 0, alors S = ¢.

. b\*
(b) Autres méthodes et astuces : Forme canonique ax?+bxr+c = a (J: + 2—) —
a

v’ —dac | , . .
P puis factoriser si possible ...
a
(¢c) Sic =0 alors
2 —b
ar*+br=0<z(ar+b) =0« x =0our = —
a
(Donc si ¢ = 0 alors 0 et — sont les solutions de (E)).
a

2. Comment déterminer le signe de ax? + bz + ¢ (a # 0)?

(a) Commencer par calculer le discriminant A = b? — 4ac
i. Si A <0, alors ax? + bx + c est du signe de a sur R
—b
ii. Si A =0, alors az?® 4 bz + ¢ est du signe de a pour tout = # %
a

iii. Si A > 0, alors ax? + bz + ¢ est du signe de a & I'extérieur des racines
x1 et x9 et du signe contraire de a entre les racines.

8 Signe d’expression avec racines carrées

1. Comment déterminer le signe de vVA — B? (avec A > 0 et B # 0)
(a) Si B <0, alors —B > 0 et v/A >0, donc VA — B >0
(b) Si B > 0, on multiplie et on divise par le conjugué vA + B :
<\/Z—B>(\/Z+B) A_ B2
VA+B T VA+B
alors le signe de VA — B est celui de A — B2.

VA-B =




2. Comment déterminer le signe de VA—+B? (avec A >0et B> 0)

o (VA-VB)(VA+vE)  a_g

VA+VB - VA+ VB
Donc le signe de VA — /B est celui de A — B.

VA-+VB=

9 Ensemble de définition d’une fonction

Soit f une fonction numérique et Dy son ensemble de définition.
Dy ={z e R/f(z) existe }

Techniques pour chercher I’ensemble de définition d’une fonction

Soient P et () deux fonctions polynomes et f une fonction numérique.
| Expression de la fonction f |

Détermination de Dy

f(a:):g(x) Dy=R
o) =g Dy = {x € B/Q(x) £0)
fa) =P ) D;={z € R/P(z) > 0}
f(x) = Q%) D; = {z € R/Q (z) > 0}
= P (x) =T M e x
o-jg | o fenggere o]
P(x
f(x) = — ={zeR/Q(z)>0et \/Q(x)—a#0}
a>§2(x) ‘

1. Déterminer I’ensemble de défnition de la fonction f :

2] (= +

f(x) =

1)

x (202 +x —

3y =222 -3x+1, f(x)=

|
2 —1

N
@)=Y

(a) Ona: Dy = {xER/x(2x2+x—3) 7&0} = {:UER/:L‘#O ou 2x2+x—37é0
Le discriminant de I'équation 222 +x — 3 = 0 est A = 25 donc les solutions

de I’équation sont 1 =1 et 29 =

(b) Ona: Dy ={z € R/22? —3z+1> 0}

-3
TR donc Df—]R\{ —7 .0, 1}

1
L’équation 222 — 3z + 1 = 0 admet deux solutions réelles distinctes z; = =

et x5 = 1. Etudions maintenant le signe de 22? — 3z + 1 :




202—3x+1 +

—0— oI
|

_O_
-+

FIGURE 4 —
I
Donc Df :]_Oové]U[lv—i_OO[
21
(c) Ona: Dy = {xER/g 1 >0 et 20—1#0 }.Etudionslesignede

x_

22— 1

2¢ — 1

vl 1 g 1 +o0
-1 + — — +
201 — — + +
el I IR

FIGURE 5 -

Donc | § = [—1, %[U[l,—koo[
(d) On a :

Di={zeR/z>0 et Vx+2#0}
:{xGR/xZO et \/57&—2}
donc | Dy = [0, +00] |

10 Limites de fonctions

10.1 Limites usuelles

10.1.1 Au voisinage de oo

1. lim 2" = 400 avec n € N*

T—+00

2. lim — =0et ltm — =0 avec n € N*
T—+oo ™ z——oo

3. lim = 400
:U—>—|—oo\/_



Si n est pair, alors lim z" = 400

T——00
4.
St n est imparr, alors lim z" = —00
T——00
10.1.2 Au voisinage de 0
1. lim — = +00
:c—>0+\/_
1
Si n est pair, alors lim— = +00
z—=0 "
2. <
St n est impair, alors lim— = —o0 et lim— = +00
\ z—=0— 2" =0+

10.2 Limites de fonctions polynomes et rationnelles en un point a et en
+o0

Soient P et () deux fonctions polynomes et a un réel.
P (z) = apa™ + a, 12" + ... + a1z + ag avec (a, # 0)

Q (2) = bpa™ + by _12™ 1 + .+ bt + by avec (b, # 0)
1. limP (x) = P (a)

Tr—a
2. lim P(x)= lim a,z"
T—>F00 T—E00

3. Si @ (a) # 0,alors lzzlzzg Eg

10.3 Limite de la fonction /f

Soit f une fonction positive et £ un réel positif :

1. Si limf (x) = ¢, alors lim\/f (z) = V/{ avec a € R|J {—o00, 400}

Tr—a

2. Silimf (x) = 400, alors limy/ f (x) = +00.
Tr—a Tr—a

10.4 Opérations sur les limites

Soit f et g deux fonctions numériques et zg € R. Si lim f (x) = Let limg (x) =

T—XTg T—Xo

alors :



L lim (f+g)(x) =L+
T—Xo
2. lim (f X g) (x) =€ x ¥
T—Xo
: . 1 1 , / 14
/ _ [ — —_ —
3. Si ¢ # 0 alors ng_gzo (g) (x)fgl et ng_zaerO (g) (x) 7

0
Forme indéterminées : (+00) + (—00), 0 X 00 , 5 ot
00

f(x)

10.4.1 Limites du type lim—=

avec f(a)=g(a)=0etaecR:

On factorise f (x) et g (z) par (x — a) puis on simplifie :

r)=(rx—a)fi1(x)e )= (r—a)q (x), donc z'mf(x):im
F@)= (@ = a) fi (@) b9 () = (o =) gu (o), done| lim' 5 = lim s = 4

file)  file)
)

si g1 (a

S

ot =2t —1
Exemple 1. Calculer lim 5
z—1 xt+x—2

Onaz*—2234+2?+z—-1=(@x—-1) (2 —2?+ 1) et?+x—-2=(z+2)(z—1)
donc

a2t =2t -1 (x—1) (2P -2+ 1)
lim = lim
z—1 2+ —2 =1 (x—1)(x+2)
ot —a22 41
=lim
z—1 x4+ 2
_1
3

10.4.2 Cas avec f( ou g ) est de la forme vh +k :

Dans ce cas on multiplie le numérateur et le dénominateur par I’expression conju-
guée.

V3 1—2
Exemple 2. Calculer lim s
x—1 1 — \/E




limM—Q_lim(\/3x+1—2)(m+2)(1+\/‘)
= 1—yo el (1 @) (1+ V) (VBz + 1+ 2)
:lim(3x+1_ 4) (1 ++/z)
=11 —x) (V3 +142)
_ iy B =3) (1 + V)
x—>1—(a7—1)(\/m+2)
i 3D (L V)
=1(z —1) (V3z +1+2)
Zm—3(1+\/5)

a3+ 142
-6 -3
49

10.4.3 Cas lim? ®) = 1@

r—a T —a

Si f est une fonction dérivable en a alors : l@‘mf (¢) — f(a)
Tr—ra T — Q

= f'(a)

32 4+ 525 4 1
Exemple 3. Calculer lim (82 +5)
r——2 x4+ 2
La fonction f : z — (3x + 5)2023 est dérivable sur R, en particulier en —2 et on a

F(=2) = (1) = 1, et

(Vz € R), f' (z) = 2023 (32 4 5)*"* x 3 = 6069 (3x + 5)**

On a f'(—2) = 6069 (—1)*"** = 6069, donc

2023
o Beas) el (@)= f(=2)

= f'(—=2) = 6069
r——2 T+ 2 r——2 I — (_2) f ( )

10.4.4 Limites usuelles de fonctions trigonométriques

Soit a un réel
1. limsinx = sin (a)
Tr—a

2. limcosx = cos (a)
Tr—a

3. limtanz = tan (a) si a # g + km avec keZ

Tr—a

10



SINT

4. lim =1
z—0
. tanx
5. lim =1
z—0
1 —cosx 1
6. im——— = —
x—0 C[j2 2

10.4.5 Type lz’T (Vaz® +br+c+azr+ ) avec a >0 et a #0
Tr—r+00

Comment factoriser par x l'expression vax? + bx +c+ax + 57
Pour z > 0 on a

b
\/ax2+baf+c+ozac+ﬂ\/x2 (a-l———I—%)—l—ozx—l—B
T x

b
ZVﬂ.a+—+%+waﬂs
i X

X

b ¢ 15}
=lz[\fa+ -+ +r|a+—
r x T

SR
= z Ala+—+—=+zx|la+"=
~~~ A T

|z|=

b ¢ 15}
=z CL+—+—2+CK+—
r o x T
ona lim \/a+é+£+oz+é = a+a.Onpose f(z) =+Var?+bxr + c+
T—+00 X x? X ' b

ar + 3

1. Si o > 0, alors lim f (z) = 4o00.
T—r+00

2. 51 a < 0, alors :

(a) Si y/a+ « # 0, alors factoriser par .
(b) Si v/a + o = 0, alors multiplier et diviser par le conjugué, puis factoriser
par x au numérateur et au dénominateur (si nécessaire) puis simplifier par

X.

Exemple 4. Calculer lim Va2 —xz+1— 3z + 2

r—400

Ona:a=1let o =—-3donca < 0et comme \/a+a =—2 < 0,il suffit de factoriser

11



par x :
on a

1 1 2
lim Va2 —x+1-3r+2= limx(w/l——+—2—3+—>
T—+00 x—~400 T xT T

(

litm x = 400
T—+00

. 1 1 2
et comme < = lim z 1__+_2_3+_ —
1 1 9 T—+00 r T T
lz’m“l——+—2—3+—:—2
[ 2—+00 r T T

—oo donc
lim Va2 —x+1-3x+2=—
T—+00
Exemple 5. Calculer liT Vidr2+3x—1—2x+5
T—>+00
Ona:a=4et a =—2donc a < 0, et comme \/a+ « = 0, on utilise le conjuguée :

lim V422 4+ 32 —1—22+5= lim 5+ 422+ 32 — 1 — 22
T—+00 T—r+00
, (\/41:2+3:U—1—2x) (\/4;U2+3a:—1+23:)
= lim 5+

2400 Vaz? + 3z — 1+ 2x
) 422 + 31z — 1 — 422
= lim 5+
T—+00 Viax? +3x — 142z

. 3r — 1
= lim 5+
rotoo \/4x? 4+ 3x — 1+ 2x

(-}

1

3_ =

= lz’T 5+ 2 xl

T—>+00
4+———2—|—2
V r
( 1
lim3——=3 1
T—+00 x 3_ =
et comme < alors lim L —— par suite

r—+00 3 1 4
: 3 1 A+ S - =2
PEURYE R R v 2
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3_ =
ltm 5 + L = — c’est-a-dire
r——+00 3 1 4
4+ — — — + 2
T T

23
lim \/4:L’2—|—3:U—1—2:16—!—5:Z

r—400

10.4.6 Type lim vazr?+br+c+ax+ [ aveca>0et a#0
r—r—00

Comment factoriser par = 'expression vaz? + bz +c+ oz + 57
Pour x < 0 on a

= Va? a—l——-l—%—l—x(oz—l—é)
r x
b ¢ 15}
=|z[\fa+ -+ 5 +z|a+—
r o x x
b ¢ ( 6)
= _ry\at+t—-—+5+r{at+—
r x

. b c s _ _ 2
onaxl_fi?poo (—\/a—FE—I—P—I—a—l—;) = —y/a+a.Onpose f () = Vax? + bz + c+

ar +
1. Si o <0, alors lim f(z) =400,

T——00

2. Sia > 0, alors :
(a) Si —y/a + « # 0, alors factoriser par x.
(b) Si —y/a + a = 0, alors multiplier et diviser par le conjugué, puis factoriser
par x au numérateur et au dénominateur (si nécessaire) puis simplifier par

xX.

Exemple 6. Calculer lim V222 —3x+ 1+ 2 — 2

T—r—00
Ona:a=2ecta=1alors \/a+a=—v2 <0, alors il suffit de factoriser par x
donc

13



/ 3 1 2
lz’m\/2:c23x+1+x2—limx( 2—+—2+1—>
T——00 T—r—00 X T X

/ 3 1 2
et comme [1m <— 2———|——2—|—1——>—\/§—|—1<O
T——00 €T T €T
. . 3 1 2 .
par suite lim x| —4/2——-+4+ — +1—— | = 400 cest-a-dire
T——00 €T €T T

lim V212 =3z +1+2—2=+

T——00

Exemple 7. Calculer lim /922 -2+ 32z —4

T——00

FIN
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