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1 Les identités remarquables

Développement
BEEaN
1. (a+b)* = a®+ 2ab + b?

Factorisation

)? = a2 — 2ab + b?
)

(a—10b
(a =) (a+b) =a®>—b?
(a +b)° = a® 4 3a2b + 3ab? + b
(a—b)® = a® — 3a2b + 3ab® — b
a® — b* = (a —b) (a® + ab + b?)

a4+ b = (a+b) (a? — ab + b?)
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2 Les fractions

a, b et ¢ sont des nombres réels.

zgﬁad:bc(conditionib#oetd?ﬁo)

=0 < a =0 (condition : b # 0)
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:_Taz_ib(condition:b%o)
ad ¢cb ad=Lcb

= 7o+ 0= ——— (condition : b # 0 et d # 0)

:%(condition:b#()etd#())
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6. Q:gx—:g(Condition:b%Oetc#O)
c b ¢ be —
7. %:axg:%((:ondition:b#Oetc#O)
7 d d
8. %:gx—:a—(condition:b#O,c#Oetd;«éO)
c T T e R

Exemple 1. Calculer :

2+1 1+2 21
5 - . Z_Z
A= 3—1—é Bl - — 4—z—i—— et B = X D3 6
5 3 3 15 5 3 174 1

3—— —-—=-2 2—=

4 5 6
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A= —_——— — - — 4 — -+ —
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2. On a

1
ort 42 21
B— 4 5.3 6
; 1714 5 o 1
4 5 6
9 7 3
_ 4 .5 6
=711 =6 * 11
4 5 6
9 4 7 5 3 6
==X —=X=-X—X=X—
4711757 =66 11
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3 Les puissances

Laxax..xa=a",n€N a' =a. (Attention:a+a+..+a=na)

~"

n fois n fois

2. Pour tout réel non nul, on a a® = 1.

1 a”

3. —=a " ad"xad"=ad"™" ()" =a"", — =a""™, a" x V" = (a xb)"
n am

n

a
5= ()
et — = |-+
b" b
Exemple 2. .Simplifier en utilisant les propriétés des puissances le nombre A tel que :
(32 % 115) —2 3315
X
(34 x 1127~ 3 x 117!

On a



(32 % 115)_2 3315
X

(34 x 112"~ 32 x 117!
(3) " x (1) " @x1n”

(39)% x (112)* 3% x 117!
C3ix11 y 315 % 1115
312 % 116 32 x 111

3—4+15 X 11—10+15
T 3R 116
311’
3l x 115

1
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Exemple 3. Montrer que pour tout m et n de N : e elD.

On a I’ensemble des nombres décimaux est noté I.D. Tel que : ID = {%O” Ja€Z et neN }
2" 2t xom gmem
B Mo 2m10m

n—+m

10m

et comme n et m sont deux entiers naturels alors 2" € N, par suite elD,

n
donc pour tout m et n de N, on a e elD.

4 Les racines carrées

Soit a un réel positif. On appelle racine carrée de a et on note /a , 'unique
nombre positif b tel que : b* = a (et on écrit : b = \/a).

1. V0=0,vVI=1et Va2 =z
2. v/a x v/b=+/ab (condition : a > 0 et b > 0)

3. @ = \/E (condition : @ > 0 et b > 0)
vb o Vb
Va=+vVbsa=0

4. (condition : a > 0 et b > 0)

Va<vbea<h




5.S1a >0, alors 2’ =a & o =+/aouzxz=—a
6. .

(x/ZJrB) (\/Z—B)

Le conjueué de vVA+Best VA—Betona [ VA+ B =
(a) Jug JA_B

(b) Le conjugué de Va2 —2x +3 —x +2est Va2 —2x +3+x — 2.

Exemple 4. .

57 5v/2
1. Montrer que : + e Z
V2 —VT V24T
2. Soit x un réel tel que x > 1. On pose : A = )
q p 1 1
Montrer que : A — 1 =
b Vi—1(Vr+ vz —1)

— L’ensemble des nombres entiers relatifs est noté Z. Tel que :
Z=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
— On a

57 N 5v/2 _5ﬁ(ﬂ+ﬁ)+5ﬂ(\f—ﬁ)
V2T V24T 2-7 2-7
5<Jﬁ+7+2¢ﬁ)

)

VT + 5v2 e Z
VIV VBT

— Soit x un réel tel que z > 1, on a

et comme —9 € Z, donc



:(\/E—\/x 1) (Vz+ vz —1)
r—1(Vr+vzr—1)
B r—(z—1)
_\/a:—l(\/EJr\/x—l)
1

T Ve 1(Vityr-1)

Exemple 5. On considére le nombre réel tel que : A =2 — /3
Montrer que A est solution de I’équation : z* — 102% + 1 = 0.

On a

A4—10A2+1—[(\/_—\/§ ] —10(f—\/§)2+1
(2—2\/ f+3) —10(2—2\/§><\/§—|—3)—|—1
(5—2\/) —10( —2\/6)+1

(25—20\f+24)—50+20\/6+1

—95+244+1 — 50 — 20v6 + 20v6
— 50 — 50
—0

Donc A est solution de I’équation 2* — 1022 +1 = 0



5 Signe de ax + b - inéquation (avec produit ou quotient)

, _ —b
€T o0 - +0o0

ar+b| signe(—a) (b signe(a)

FIGURE 1 —

Pour résoudre des inéquations « produit » (ax +b) (cx +d) > 0 ou « quotient »
ar +b

cxr +d

> 0 on utilise un tableau de signe.

1. Résolvons dans R l'inéquation : (x + 1) (v +2) (=22 + 3) < 0.
r+1=02=—-1
Onal2s+2=0&2=-2 par suite

3
—2x+3:0(:)a::§

CEE —2 -1 % +00
41 — — + +
o+2 - - - -
—21+3 — - - -
Produit + (]) - ? + 4]) —
FIGURE 2 —
3
Donc § =]-2, —l[U] ot —I—oo[
ST — 2
2. Résolvons dans R I'inéquation <
1+ 3z
br — 2 —1

L’expression existe si et seulement si 1 + 3z # 0 c’est-a-dire x # 3

+ 3z
)

w—2=0&2=—
x x =

On a < par suite

1+3r=02=—
. 3




— =1 2
x o0 3 5 +00

Sr—2 — — +
1+3z — + +
Hr—2
1+3z + o ﬁ) +

FIGURE 3 -

—1 2

donc S
=|— 7 5]

6 Valeur absolue

Soient x, vy, a,b et r sont des réels
T st x>0
L |z| =
—x st <0
z|=0<2=0
(Vx € R),|z| >0
[ =yl &z =youz=—y

otk W

Sia>0,alors x| =a< z=aoux=—a

&

la x b| = |a| x [b], ‘b‘ = ||Z“ (b#0) et |a"| = |a|" pour tout n € N.

7. |z] <r & —r <ax <7 (condition : r > 0)

8. |x| >r< x>roux < —r (condition : r > 0)

9. 12 <r & —/r <z < +/r (condition : r > 0)

10. 2> > r & x> /r ou x < —/r (condition : r > 0)

Exemple 6. Résolvons dans R I'équation : (E) : 3 — 2|z — 4| =22 +5
Etudions le signe du bindbme x — 4 :

+0o0

FIGURE 4 —



— Siz €] — 00,4], alors |z — 4| = — (z — 4) donc

(E) = 3—2[—(z—4)] =2z +5
&34+2(x—4)=2r+5
&3+2r—-8=2x+5
S2r—2xr=54+8-3
< 0=10 (impossible)

par suite S; = ¢.
— Siz € [4,+00], alors |x — 4| = 2 — 4 donc

(B)e3—-2(r—4)=2x+5
S3—2r+8=2x+5
& —2r—2r=5—-8—-3
& —4dr = —6
—6

opo8_3
-4 2

3
et comme B ¢ [4, +o0o|, donc Sy = ¢

D’ou Pensemble des solutions de I'équation (F) est S = S1|J Sy = ¢.

Exemple 7. Trouver les réels x satisfaisant a la condition indiquée :




Soit x € R,on a

1< 1<2<:>1< 1<2 1< ! <2
— —_— — —_— —_ J— l'__
2 =" 2 g =t T o= 2
<:>1+1< <2+1 1< 1 2
— —_ x —_— —_ —_ —
22> p O g= Tt S
5 1 1
(:)1§x<§0u §§—x—|—§<2
5 1 1 1
sl<r<lou - 1<_ -
ST 20u2 5 < T <2 5
& 6[15[ 0< 5
T — — —
72 ou ~ .’,U<2
5) 3
& 1, = —— <
x € | 2[0u 2<x_0
5 _
srell’ -
x [2[0u CL‘G]Q,O]

g e]_??),O]U[l,g[

Exemple 8. Soient a et b deux réels tels que : b € [-3, —1] et a € [—2,5].
Simplifier : A =2|2a + 7| —|3b] + 2|0+ 8| — |2b — a

7 Le second degré ax” + bz + c avec a € R* et (b,c) € R?

1. Comment résoudre une équation du second degré (E) : ax® +bx +c¢ = 07
(a #0)

(a) Méthode classique : calculer le discriminant A = b? — 4ac

—b+ VA
i. Si A > 0 alors I’équation admet 2 solutions distinctes : x1 = _2|_—
a
—b— VA
et xo = ——
2a
—b
ii. Si A = 0, alors ’équation admet une solution unique xy = 9
a

iii. S1 A <0, alors S = ¢.

. b\*
(b) Autres méthodes et astuces : Forme canonique ax?+bxr+c = a (x + —) —

2a
b2 — dac
4a

puis factoriser si possible ...
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(¢) Sic=0 alors
—b

ax2—|—bx:0<:>x(ax—|—b):O(:)x:()oug;:_
a

—b
(Donc si ¢ = 0 alors 0 et — sont les solutions de (E)).
a

2. Comment déterminer le signe de ax? + bz + ¢ (a # 0)?

(a) Commencer par calculer le discriminant A = b? — 4ac
i. Si A <0, alors az? + bx + c est du signe de a sur R

—b
ii. Si A =0, alors ax?® + bx + ¢ est du signe de a pour tout x # %
a

iii. Si A > 0, alors ax? + bz + c est du signe de a a I'extérieur des racines
x1 et x9 et du signe contraire de a entre les racines.

Exemple 9. .
1. Résoudre dans R les équations (E) : 22 —3x+2=0et (F') : 22+ 3z +4 = 0.

2. En déduire I'ensemble des solutions dans R de I'inéquation :
(I): (2> —32+42) (2 +3x+4) <0
— Résolvons dans R les équations (E) : 2 — 3z +2 =0et (E') : 2> + 3z + 4 = 0.

— Ona:a=1b=—-3ect c=2alors A =b*> —4ac =1 > 0, donc 'équation
(E) admet deux solutions réelles distinctes x1 et xo telles que 1 = 1 et
To = 2.
Donc Iensemble des solutions de I'équation (E) est : S = {1,2}.

— Ona:a=1b=3ct c=4alors A =b*>—4ac = —7 < 0, donc 'équation
(E') n’admet pas des solutions réelles dans R.
Donc S = ¢.

— Déduisons dans R I’ensemble des solutions de I'inéquation

(I): (* =32 +42) (" +3z+4) <0

— Le signe de (x2 — 3z + 2) (:c2 + 3z + 4) dépend du signe des trindmes

(332 — 3z + 2) et (932 + 3z + 4). Donc on obtient le tableau de signe sui-
vant :

x —00 1 2 +00
r24-3r+4 + + +
12—3142 + — +

Produit + ¢ — ¢ +

FIGURE 5 —
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Donc I'ensemble des solutions de I'inéquation (I) est :

S =11,2

8 Signe d’expression avec racines carrées

1. Comment déterminer le signe de VA — B? (avec A > 0 et B # 0)

(a) Si B <0, alors —B > 0 et vA> 0, donc VA — B >0
(b) Si B > 0, on multiplie et on divise par le conjugué vA+ B :

(x/Z—B) (\/Z+B) 4B

VA+ B - VA+B
alors le signe de VA — B est celui de A — B2.

2. Comment déterminer le signe de VA — VB ? (avec A >0et B> 0)

e (Vi-VB) (VAi+vB) 4.

VA-VB - _
VA++/B VA+ B
Donc le signe de VA — /B est celui de A — B.

VA-B=

9 Ensemble de définition d’une fonction

Soit f une fonction numérique et Dy son ensemble de définition.

Dy ={z e R/f(z) existe }
Techniques pour chercher ’ensemble de définition d’une fonction
Soient P et () deux fonctions polynémes et f une fonction numérique.

| Expression de la fonction f | Détermination de Dy

E=Tt by =K
F@) =50 Dy ={x € R/Q (x) # 0}
Fla) = %D(g;) Ds={z e R/P(z) > 0}
flz) = 15 Dy ={z e R/Q(x) >0}
f(x):\/ggg pr={rerbW 00 @+ }
f(a:):% Dy ={z € R/Q(x) >0 et \/W—a#o}

19




1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f :

IREICES) : a?—1 VT —2
f(x)_x(2x2+zc—3)7 fl@)=vaer =Se+1, fle) = 20 —1' f(x):ﬁ+2

(@) Ona: Dy ={r eR/zx (20? +2—3) #0} ={z € R/x #0 ou 22 +x—-3#0
Le discriminant de I'équation 222+ 2 —3 = 0 est A = 25 donc les solutions

de ’équation sont 1 = 1 et 29 = - donc | Dy = R\{%g, 0, 1}

(b) Ona: Dy = {xER/2x2—3x+1 >O}
1
L’équation 222 — 3z + 1 = 0 admet deux solutions réelles distinctes z; = 5

et 5 = 1. Etudions maintenant le signe de 222 — 3z + 1 :

r |—00 _31 é +00
HL—2 — — +
143 - + +
Sr—2
1—|L-3x T - ﬁ) T
FIGURE 6 —
D 1
one| Dy =]~ o0, 2 U[1, +o0
22 —1 P ,
(¢ Ona:Dy=<x ER/Q]}— ] >0 et 2x—1+#0 ;. FEtudions le signe de
2 —1
2x — 1
vl 1 g 1 +o0
-1 + — — +

[\V]
R
L
|
|
+
+

ot I s R 2

FIGURE 7 —

Done| 5 = [~1, [U[1, +o|
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(d) On a :

Di={zeR/z>0 et Jz+2+#0}
={x€R/xZO et \/574—2}

donc | Dy = [0, +00] |

FIN
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