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1 La fonction logarithme népérien

1.1 Deéfinition de la fonction logarithme népérien

La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur R. On sait de

plus que : lim e* = 0 et lim e = +o00. Par conséquent d’aprées le théoreme de
T—>—00 T—>+00

la bijection (ou corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires), pour tous réels b
strictement positifs, il existe un unique réel a tel que : e* = b.

Définition 1. On appelle logarithme népérien d’un réel strictement positif a, 'unique
solution de I’équation e* = a. On la note In a.
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La fonction logarithme népérien notée In, est la fonction définie sur |0, +oo[, par
x— Inx.
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Remarque 1. On dit alors que la fonction In est la fonction réciproque de la fonc-
tion exponentielle. Les courbes représentant la fonction exponentielle et la fonction
logarithme népérien sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.
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La définition de la fonction logarithme népérien permet de fournir la propriété
suivante.

Proposition 1. :



1. La fonction In est définie et continue sur |0, +ool.
2. (Vx € R),In(e") ==

3. In1=0etlne=1

4. (Vo > 0),en? = 7.

2 Propriétés de la fonction logarithme népérien

2.1 Relation fonctionnelle

Théoréme 1. On considére deux réels a et b strictement positifs.

In(a X b) =lna + Inb

Démonstration. On sait que pour tous réels a et b strictement positifs on a :
elna — 4 : el — b et 6ln(ab) — ab

Ainsi a x b= ab & €™ x et = elnlab),
D’apres les propriétés algébrique de la fonction exponentielle on a
Par suite

donc In (a x b) = Ina + Inb.

2.2 Conséquences

Corollaire 1. Pours tous réels x et y strictement positifs, on a :

1. <—> —Ilnx
x
2. In <§) Inx — Iny
Y
3. In(a") = nlna“ avec n entier relatif.
4. In(y/x) = §Zn1
Démonstration. :



: : . 1
1. On considére un réel x strictement positif, on a — x x = 1,donc d’aprés la

T
1
In (—) + lnx =Inl
T

1 1
Or In1 = 0. Par suite In (—) + Inx = 0, par conséquent [n (—) = —Inx.

propriété précédente, on a

T T
2. On a

donc [n (§> = Inx — Iny.
Yy

3. Nous allons montrer cette propriété par récurrence. On considére un réel stric-
tement positif x.

(a) Initialisation est triviale.

(b) Hérédité : Soit n € N. On suppose que la propriété est vraie au rang n :
In (") = nlnz. On a

In (2" =in (2" x z)
=In (") + Inx
= ninz + Inx
= Ilnx (n+1)

La propriété est donc vraie au rang (n + 1) .
(¢c) Conclusion : (Vn € N),In (2") = ninz.
(d) On considére maintenant un entier relatif n strictement négatif | il existe



donc un entier naturel strictement positif m tel que : m = —n. Donc

In (2") = In (%)m
()
- (%)

=m X (—Inzx)
= —n X (=Inz)
=n X Inx
Donc la propriété est vraie pour tous entiers relatifs n.
4. On a :
2ln (\/E) =In (\/E) +In (\/E)
= In (Vz x V)

= lnx

1
donc In (/x) = §lnx.

Exemple 1. Simplifier les expressions suivantes :
A=1in(3=V5)+n (3+5), B=3n(2)+n(5) - 2n(3)
1. On a
3-V5) +in (3+V5)
(3 v3) x (34 v5))
=In(9—5)
=In4

=In (22)
= 2In2



2. On a
B =3In(2)+In(5) —2In(3)
=In (2°) +In(5) — In (3°)
In(8)+In(5 ) In(9)
In (8 x 5) In (9)
In (40) —in (9)

(%)

Proposition 2. Pour tous réels x et y strictement positifs, on a :

=1

S

2.3 Equations et inéquations

a) In(z)=In(y)<z=y b In(z)<In(y) Szr<y

Démonstration. Ces deux propriétés découlent du fait que la fonction In est strictement

croissante sur ]0, 4o00.
[l

Remarque 2. Cette propriété nous permet de résoudre des équations et des inéquations
dans lesquelles figurent des logarithmes.

Exemple 2. Résolvons 1'équation In () = 2 dans l'intervalle ]0, +o0.
Soit « € |0, 4+o00[, on a

In(z)=2<In(z) =In () &z =¢

et comme €? € ]0, 4+o00[, donc S = {e?}.
Exemple 3. Résolvons l'équation In (z — 3) + In (9 — z) = 0 dans Uintervalle ]3,9].
(Vx €13,9]),2 —3 >0
On a . Ceci signifie que l'équation est définie sur
(Vz €]3,9),9—2>0
13,9].
Soit z € 13,9, on a
In(zx—3)+n9—2)=0<In((zr—3)x(9—2)) =0
@ln(9x—x2—27+3x) =0
& in(—2"+ 122 —27) =0
& —a® 4120 -27=1
& -2+ 122 — 28 =0



et comme A = 122 —4 x (—1) x (—28) = 32, donc 'équation —x?+12x —28 = 0
admet deux solutions distinctes

—12 4+ /32 —12 — /39
:_—2:6—2\/§ —\/3_:6+2\/§

et 19 = 5

(6 —2v2) €139
Les solutions sont donc 6 — 24/2 et 6 + 24/2 car . Donc
(6 +2v2) €13,9]

S:{6—2\/§,6+2\/§}

x1

1
Exemple 4. Résolvons l'inéquation In (6x — 1) > 2 sur 'intervalle } & +00 [
1
On a <Vx S ] 6’ +00 D ,6x —1 > 0. Ceci signifie que I'inéquation est définie sur

Ly

—, 400 .

67

) 1
Soit x E]é,+00|:, on a

In(6x —1) > 2« In(6z — 1) > In (€?)
& 61— 1> ¢

6>+ 1
e? +1

S x>

ez 41

1
L’ensemble de solutions est donc ] 5 T [ N , +o0o[ donc

e2

! [
“+00
§ ’

Exemple 5. Résolvons dans un intervalle I a déterminer I'inéquation

5=

In(3—z)—In(zx+1)<0.

L’inéquation est définie si 3 —x > 0 et x + 1 > 0 c’est-a-diresi x < 3 et z > —1
c’est-a-dire si —1 < x < 3. Donc I'inéquation est donc définie sur 'intervalle |—1, 3.



Soit x € |—1,3[, on a

InB—xz)—In(z+1)<0<inB—2)<In(x+1)
S3—crc<z+1
&S 2r<—-3+1
& —2r < =2
Sr>1

Donc I'ensemble solution de I'inéquation est :

S =1, 4+00[N]—1,3[ = [1,3[

3 Etude de la fonction logarithme népérien

3.1 Continuité et dérivabilité

Proposition 3. La fonction logarithme népérien est continue sur )0, +oo|.

Proposition 4. La fonction logarithme népérien est dérivable sur 10,400 et

/

(in2)) =~

/

Démonstration. On a (e"@) =/ (z) x €“™®). En posant u (z) = Inx donc

!

(el"(‘r)> = (ln:zs)/ x el

/ ) 1
et comme (™) =1, donc (Inz) x e"*~1 par suite (Inz) = — =
et x

Exemple 6. Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur |0, +oo] par :

1
5 u(z) = (Inz)* = u () =2 x = x Inx
(Inx) u(z x

viz)=x—v(zr)=1



donc
21
any x x — (Inz)® x 1

fix) = —= 5

T
_ 2lnx — (Inx)*

2
_ Inz (2 — Inw)

22
3.2 Variations

Proposition 5. La fonction In est strictement croissante sur ]0, 400].

' 1
Démonstration. On a (Vo € |0, +0o0[), (Inx) = — > 0. Donc la fonction In est donc
T

strictement croissante sur |0, 400 .
[

3.3 Limites aux bornes

Proposition 6. :
a) limlnx = —oco b) lim Inx =400
z—0t T—+00
Démonstration. :
—On considére un réel strictement positif A.
On considére un réel x tel que z > e . On sait que la fonction In est strictement
croissante sur |0, +-oo[. Par conséquent Inz > Ine? soit Inz > A. Donc

ltm lnx = +o00.
T—+00

—On a ln <l) = —[nx alors lnx = —In (1> donc limlnx = — limln (1> .

X T z—0t r—0t T

1 1
On a lim — = +o00 alors limIn (—) = lim InX = +oo,

=0t z—07t €T X—4o00

z—0t X

. 1 )
donc lim In (—) = 400, par conséquent

lim lnx = —00
z—0t



On dresse le tableau de variations de la fonction logarithme népérien :

T 0 +o0
(In(x)Y +
+00
In(x)
—00

FIGURE 4 —

3.4 Courbe représentative

— Au point d’abscisse 1, ’équation de la tangente est : y = x — 1.

1
— Au point d’abscisse e, ’équation de la tangente est : y = —x.

e
— Inl=0et lne=1.
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4 Quelques limites

Proposition 7. (croissances comparées)
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Inx Inx

1. lim — =0 et pour tout entier naturel non nuln, lim — = 0.
r—+00 I r—+o0 "
2. ltimzlnx = 0 et pour tout entier naturel non nul n, lim x"Ilnz = 0.
x—0t x—0t
Démonstration. :

~On considére un réel strictement positif et on pose X = Inx, on a v = e~

(x = 400 =X — +00).

Inx X 1 ) - nx , 1
Donc — = — = —, par suite lim — = lim —
X e e T—+00 I X—=+o0e
X X
X
. e _ 1
et comme lim — = 400 alors lim —~ = 0 donc
X—+o00 X—+oo e
X
- nx
ltm — =10
r—+o0 I

~On considére un réel strictement positif = et on pose X = Inx, on a v = e~

(x =0t = X — —00).

Donc zinz = eX x X, par suite lim zlnz = lim Xe* = 0.
x—07T X——o00

Exemple 7. Calculer les limites suivantes :

1
a) lim x—Inx b) lim Inx c) lim
2400 r—toox — 1 =0+ (22 4+ 1) Inx

~On a lim x—Ilnx = limx(l—ln—x>

r—+00 r—400 €T
. nx , Inx : :
et comme [im —— = 0 alors ltm 1 — —— =1 donc par produit on obtient
r—4+00 I T—+00 x

, Inx
lzma:(l——) = +00
T——+00 T

par suite lim x — lnx = +o0.

T—>+00
[ ) [ 1
—On a lim nyo_ lim e lim na X
rT—+oor — 1 r—+00 1 r—+o0 I 1
i 1——
T X

11



(  lnx

lim — =20
r—4+00 I
1 _ 1
et comme [tm — = 0 alors lim ——= = 1 donc < par
T—+oo T—+00 1 i 1
I —-— lim ——— =1
X T——+00 1
1— =
\ T
produit on obtient
. Inx 1
lim X =0
r—+o0 I 1
1 =
x
, , Inx
par suite lim = 0.
r—+oo — |
~On a lim = lim
=0+ (22 4+ 1) Inx  2—=0+22lnx + Inx
lim 2% lnx = 0
x—07F
et comme alors par somme : lim 2%lnx + Inx = —o0
z—0*t
lim lnx = —o0
x—0t )
donc par inverse on obtient lim = 0 c’est-a-dire
z—0t r2lnx + Inx
1
lim =0
z—0t (22 + 1) Inx
In(1
Proposition 8. On a limM = 1.
z—0 €T
In(14+2z) In(l+x)—Inl

Démonstration. On remarque =

r+1—-1
Il s’agit du taux d’accroissement de la fonction In en 1. Or on sait que la fonction

In est dérivable sur ]0, +00[ donc en particulier en 1. Donc

1
limln( + x)

rz—1 €T

=In'(1)=1

5 Dérivée de la fonction Inu

Proposition 9. On considére une fonction w dérivable et strictement positive sur un
intervalle I.

19



La fonction Inwu est alors définie et dérivable sur I, et pour tous réels x apparte-
nant a I on a

nu) (z) = v (@)
() (2) = 2%
Démonstration. On pose : v (z) = In (z) donc : V' (z) = (Inz) = é Donc
(n(u(2))) = (vou) (z)
= (z) x v (u(x)
=u' () X (@)
W)
u ()
[
Exemple 8. Dériver de la fonction f définie sur |0, 2] par : In (2z — 2?).

; On a f(z) = In (22 — 2?) = In(u(x)) avec u (z )-23:—:1: —>u(:c)—2—2x
o u' () 2-2
Cou(z) 20— a2

Exemple 9. On considere la fonction f définie sur R par : f (z) = In (52® + 2z + 1)
Soit u la fonction définie sur R par : u (z) = 52% + 22 + 1.
Ona/A=4—-4x5x1=-16 <0 donc (Vo € R),52% + 2z + 1 > 0. Par suite

la fonction f est bien définie sur R.

De plus ' (z) = 10z + 2 donc f est définie et dérivable sur R et :

102 + 2
Ve eR), f (z) =
(Vz €R), f () 522 +2x + 1
2
Exemple 10. On considére la fonction f définie par : f () = In <3 ’ 1). Donc
T —
23z —1)—6x
S (B 1)
f(z) = or
3z —1
—2 3r—1
(3x —1) 2z
B —1
r(3r—1)

13



6 Etude une fonction du type Inu

2
Exemple 11. On considére la fonction f définie sur |—2, 1[ par: f (z) = In (316 i > :
— T

1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et en déduire
les équations des asymptotes a la courbe.
2. Déterminer le sens de variations de la fonction f.

3. Tracer la courbe représentative de f.

1. Calculons lim f(x) et lim f (x) :
r——27F x—1-

( .
ltm x+2=0

x——27F

2 2
(a) On a < alors lim rre 0". On pose X = T
z——2t1 —x 1l—=x

ltm 1 — 2z =3
\CI?—>—2+

(x - =2t = X — 0"), donc

lim In <T+2> = limInX = —x

r——27F — X X—0t
par suite lim f(z) = —o0.

r——2+1

me+2:3

T— 1" 2 2

(b) On a alors lim rre +00. On pose X = T

e—1-1 —x l—2x

liml—x=0"

z—1-

(x =17 = X — +00), donc

. x+2 :
lim ln< ) = lim InX =+
z—1" l—2x X—+400
par suite lim f (z) = 400.
z—1—
(¢c) La courbe de fonction f admet deux asymptotes verticales d’équations :
r=—2etx=1.
T+ 2
—x

est dérivable et strictement positive sur |—2, 1],

2. La fonction v : £ —

14



donc la fonction f = Inwu est dérivable sur |—2, 1[. Pour tout = € |—2, 1[on a

-t
Ix(1—2)—(x+2)x(-1)
_ (1—=x)°
r+1
1—=x
l—z+2+2
(1—x)*
T+ 2
1—2a
3 1—=x
= X
(1—.7;)2 T+ 2
B 3
(x4+2)(1—2)
done (Vz €12, 1)), f' (z) = (x+2)3(1—x)'

Le signe de f'(z) est celui de (z + 2) (1 — ) sur |—2,1[. Donc

€T

(z42)(1—x

+0o0

)

~—

FIGURE 6 —

par suite on déduit le tableau de variations de f :

r |2 1
fx) +
+0o0
f
—00

FIGURE 7 —
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FIGURE 8 —

7 Fonction logarithme décimal

Définition 2. On appelle fonction logarithme décimal la fonction notée log définie sur

10, 400 par :

Inz

] -
R PR T)

On obtient ainsi la propriété suivante :
Proposition 10. :

1. La fonction log est définie, dérivable et strictement croissante sur ]0,+o0].
2. Pour tous entiers relatifs n, on a log 10" = n.

3.logl0=1¢etlogl =0

16



4. Pour tous réels a et b strictement positifs et n entiers relatifs :
log (ab) = loga + log b
a
log (5) = loga — logb

log (a") =n x loga

Démonstration. Découle de la définition.

FIN
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