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1 La fonction exponentielle

1.1 Définition

Définition 1. La fonction réciproque de la fonction logarithme népérienne est appelée
la fonction exponentielle népérienne (ou la fonction exponentielle), et on la note exp .

Remarque 1. :
1. Par définition de la fonction exp : (Vx € R) (Vy € ]0, +00]), (y = exp (z) < = = In (y))
2. exp (0) =1 carIn(1) =0.

2 Etude de la fonction exponentielle

2.1 Dérivabilité

Proposition 1. La fonction exponentielle est continue et dérivable sur R et

(eap (2)) = eap ().

2.2 Variations
Proposition 2. Pour tout x € R, exp (z) > 0.

Proposition 3. La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

Proposition 4. Pour tout réels a et b, on a :

1. exp(a) =exp(b) & a=0>
2. exp(a) <exp(b) = a<b
3.expla)=1<a=0



4. (a<0<exp(a)<l)et (a>0<exp(a) >1)

Exemple 1. :
1. Résolvons dans R I’équation : exp (2x2 + 3) = exp (Tx)
exp (22> +3) = exp (Tz) © 22" +3 =Tz & 22° —Tx +3 =0

et comme A = 49 — 24 = 25 > 0 I’équation 222 — 7z + 3 = 0 admet deux

7T+ 5 7T—5 1
solutions réelles distinctes x1 = f+s =3et 19 = I = 3 donc

2. Résolvons dans R l'inéquation exp (3x) < exp (x + 6)
exp(3x) <erp(r+6)=3r<r+6<3r—2r<62r <623

donc S =] — o0, 3].

20 4+ 3 r—1
Cette équation est définie pour les réels x tels que : 26 +3 £ 0O et z — 1 # 0,

-3
c’est-a-dire x € R\{l, —}

T +95 1
Exemple 2. Résolvons dans R I'équation : exp < + ) = exp (

2
: -3
SmthR\{l,?},ona

T +5 1
exr = exr
P\or¥3 P\ 71

r+5 B 1

20 +3 x—1
S (x+5)(xr—1)=2x+3
e 4+20-8=0

-3
Les solutions de I'équation 22+22—8 = 0 sont —4 et 2, qui sont dans R\ { 1, 7}

Par suite, ’ensemble solution de I’équation est :
S ={2,—4}

6
Exemple 3. Résolvons dans R I'inéquation : exp (2z + 1) < exp (—)
T



Cette inéquation est défini pour tout réel non nul. On a donc pour tout x € R* :

6
exp (20 + 1) < exp <E>

6
S2r+1< -

T
6

S2r+1—-—-<0
x

202+ —6

=
x

<0

. . 20+ — 6 . .
En étudiant le signe de ———— on obtient comme ensemble solutions :
x

S =] — 00, 2] U]o,g]

2.3 Limites en ’infini

Proposition 5. lim exp(z) =0 et lim exp(x) = +o0.
T——00 T—r+00

Propriété démontrée au paragraphe III

2.4 Courbe représentative

On dresse le tableau de variations de la fonction exponentielle :

Lo 0 +oo
& '
400
elr) /1 /
0
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3 Propriété de la fonction exponentielle

3.1 Relation fonctionnelle

Théoréme 1. Pour tous réels x et y, on a: exp(x +y) = exp(z) X exp (y).

Remarque 2. La fonction exponentielle est donc une fonction transformant une somme
en un produit.

exp (x
Démonstration. Comme exp (z) # 0, on pose f (x) = cap(z+y) avec y € R.

exp (z)
Pour tout € R, on a

£ (x) = exp(x+y) X exp(x) —exp(x +y) X exp (x)

a —0.
(exp (2))
Donc la fonction f est constante. Comme f (0) = P E‘g; = exp (y), on en déduit
exrp
e %&—)y) = exp (y) c’est-a-dire exp (v +y) = exp (x) X exp (y).

Corollaire 1. Pour tous réels x et y, on a :

L. exp(—x) = escpl(a:)
2. exp (x —y) = EZZ gi



3. exp (nx) = (exp (x))" avec n € N,

Démonstration. .

1
exp (r)

—exp (x) X exp(—z) = exp (v — ) = exp (0) = 1, donc exp (—x) =
—On a

exp (xr —y) = exp (v + (—y))

—Raisonnement de proche en proche a I'aide de la relation fonctionnelle.

3.2 Le nombre ¢

Définition 2. L’'image de 1 par la fonction exponentielle est notée e. On a ainsi
exp (1) =e.

Remarque 3. Avec la calculatrice, on peut obtenir une valeur approchée de e. 2, 718281828
Notation Nouvelle : exp (x) = exp (x x 1) = (exp (1))" = e*
On note (Vz € R) ,exp (z) = e”.

Proposition 6. Pour tous réels x ety on a :

Le"=1letel=¢

2. ¥ > (et (e7) =e”
_ et 1
3. "V =e x el etV = ke T = p et (") = ()" (n € N).
4. lim e* = +ooet lim e* = 0.
T—+00 T——00

Démonstration. Démontrons la propriété 4°m¢,
Démontrons d’abord le résultat suivant : (Vo € R),e” > x.
Pour tout réel x, on pose

fla)=e—a

La fonction f est dérivable sur R. On a (Vo € R), f' (z) = " — 1.
Onaf'(z) =0 —-1l=08c'=1lse=r=0

et x>0 > el >l -1>0s f/(z) >0

De méme on a z < 0 & f/'(x) < 0.



Donc

r | =00 0 400
@l - h o+
e \ /
1
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Alors pour tout réel z on a f (x) > 1 par suite f (z) > 0 c’est-a-dire
(Vx € R),e” > x.

Et comme [im z = +o00, d’apres le théoréme de comparaison des limites, on en
T——+00

déduit que lim e* = 4o0.
T——+00
Démontrons que : ltm e* = 0.
T——00
1

Onae® =e (77 = —

On pose X = —z (r = —o0 = X — 400) donc

. . _ 1
lim e' = lim = lim —
T——00 z——ocoe T X—>—|—oo€X
et comme lim e~ = 400 alors lim — = 0 c’est-a-dire lvm e* = 0.
X =400 X—+o0e T——00

Exemple 4. Simplifier I’écriture des nombres suivants :

_efxet 1 (64)71

A=———— B= + .
e (6_3)2 e2 x e 6
7 —4 7—4 3
g exet e € a8
e e ed



— On a

4 Limites et croissances comparées

Proposition 7. .
x T

. € . . e
1. lim — = 400 et pour tout entier naturel n, lim — = +00
T—+o0 I x—+oo
2. lim xe® =0 et pour tout entier naturel n, lim x"e* = 0.
T——00 T—>—00
Démonstration. .

-On a (Vo € R),e” > z. En particulier, pour tout x € ]0, 400/, (eI)2 > 22 donc

62£L'
(Vz €10, +00[) , — > =.

x
€X>X
' X 4
X

. e
Comme lim — = +o0 alors lim — = +00.
X—+o00 4 X—+o00 X

Posons X = 2z donc (VX € )0, +o0l)

6m

Dans le cas général, montrons que : ltm — = +00

z—+oo ™
e’ en 1 en
On a — = — = — X o

n

xh T n

n
On pose X = ~ alors (x = 400 = X — +00) donc
n

en e

lim = lim — =+
T——+00 X —+o00 X

i
n



T
en

T

Il en résulte que lim — X — = 400 par suite lim — = +o0.
r—+0oomn - r—+oo ™
n
— Posons X = —ux alors
e’ = (= X)" x e ¥
X’Il
=(-1)" x —
(1) x 5
1
— (—1)n X e_X
xn
) . n 1 eX
et comme lim 2"e” = lim (—1)" X — =0. | lim —— =400 .
T——00 X—+o0 e X400 X"
X
e’ —1

Proposition 8. [im =1

x—0 €T

Démonstration. Il s’agit de la définition du nombre dérivé de la fonction exponentielle

en 0.

Exemple 5. Calculer les limites suivantes :

e
lim (z+e*), lim el ot lim

T——+00 T——00 z—tooet — g2

]

1
— Ona limx+e ™ = lim z+—.Ona lim e* = +oo alors lim e* = 400

T—+00 T—+00 641' T—+00 T——+00
. 1 . . .
donc lim —— = 0 et comme lim x = +o0 par suite lim x + — = +0o0.
r——+o00e*T T—~00 T——+00 et
D’ou
lim (:I: + 6_45”) = 400
r—+00
. . 1
— Ona lim1l—==1donc lim el z = ¢l
r——00 €T r——00
T T
T et (14 — 14+ —
. (& -|—l‘ i e’ i e’
— Ona lim ——= lim S = ltm 5 et comme
z—+ooe? — g2 T—~+00 x x—~+00 x
X - -
© et et
2
. . x
lim — = lim — =0
rx—+ooe? x—+oo et



T

1+ —

alors lim 62 = 1 c’est-a-dire
T—+00 T

el’

= 1.

] el +x
lim 5
z—=+0et — g

5 Fonctions de la forme e“

Proposition 9. Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.
La fonction x — e"®) est dérivable sur I. Sa dérivée est la fonction x — u' (x) e"(®).

Démonstration. Admis.

[
Exemple 6. Soient f et ¢ définies sur R par : f(2) = e 1 et g(z) = e . Les
fonctions f et g sont dérivables sur R : f/ (z) = 2e* ! et ¢ (z) = —2ze ™.
Exemple 7. Déterminons les dérivées des fonctions f, g et h définies par :

x+1

fz)=eV2 Tl | g(x) =e 2" —3e3tL | h(z)=er

-1
— La fonction x +— +/2x + 1 est dérivable sur ] ER —l—oo[ et sa dérivée est x —
1

V2r +1

-1
. Donc la fonction f est dérivable sur ] DR +00 [et on a :

-1 / eV2a+1
(Vx€]7,+oo[),f (x):ﬁ

— Les fonctions polynomiales = — —222 et x — 3x + 1 sont dérivables sur R, et
leurs dérivées sont x — —4x et x — 3 respectivement. Donc la fonction g est
dérivable sur R, et on a :

(Vo € R), ¢ (z) = —dze 2 — 9¢%H!

r+1
+ est dérivable sur chacun des intervalles

— La fonction rationnelle x —
—r +

4
3,400| et |—o0, 3|, et sa dérivée est : £ — —— pour tout x € R\{3}.
3 2
a;'_

Donc la fonction h est dérivable sur chacun des intervalles |3, +o0[ et |—o00, 3|

et on a :
4 r+1

—— e —z+3
(z—3)°

(Vz e R\ {3}),h (z) =



Proposition 10. Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. Les fonctions x +—
w(x) et x> e“®) ont le méme sens de variation.

. . / / A .
Démonstration. On a (e")” = u’ x ", et comme e* > 0, u’ et (e") sont de méme signe.
[l

1
Exemple 8. La fonction z — — est décroissante sur |—oo, 0] et sur |0, +o0[ donc la
T

fonction x — ex est également décroissante sur |—oo, 0] et sur ]0, +o0l.

Etudier une fonction

—X

Exemple 9. Soit f la fonction définie sur R par : f (z) = ze= .
. Calculer lim f(z)et lim f(x).
T—r—00

Tr—>+00
. Calculer la dérivée de la fonction f.

—_

L N

. Dresser le tableau de variation de la fonction f.

4. Tracer la courbe représentative de la fonction f.

) —XT . .
— On a lim — = +o00 alors lim eX = 400 et comme lim x = —oo donc
x——00 2 X—=+oo T——00

lim re2 = —oo ¢’est-a-dire

r——00
lim f(r)=—00
r——00

On a

ltm 2)= limxxez
x—H—oof( ) r——+00

. i —z
= lim 2 X = Xe2

T—+00 2

x

= lim 2 x 2

T—+00 e2
x E

et comme [lim — = +oo alors lim —~ = 0 donc lim 2x -2 = 0 c’est-a-dire
T—+00 2 X—4o0e T—+00 €2
ltm x) = 0.
x—H—oof( )

— La fonction f est dérivable sur R, pour tout x € R on a

)= (%)

10



et comme (Vz € R),e> > 0 alors le signe de f/ (z) est celui de (1 — g) sur

R.
x

X
9 <:>2 =T

et comme a = _7 < 0 donc on déduit le tableau de variation de f :

+o0

s

]

N

_I_
[I[\&] e B W]

|
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6 Fonction Exponentielle de Base a

6.1 Définition de la fonction exponentielle de base a

Définition 3. Soit a un réel strictement positif et différent de 1. La fonction exponen-

11



tielle de base a est la fonction réciproque de la fonction log,. On la note exp,.

Remarque 4. .

— D’apreés la définition 2, on a: (Vo € R) (Vy € ]0, +00[) , (v = exp, (z) < x = log, (v))
— Soit x un réel positif et y un réel strictement positif. On a alors :

In
Y = expq (.T) = T = lOga (;L‘) = ™ EZ; < n (y) = 2ln (a) &y = exln(a)

Ainsi, pour tout x € R : exp, (z) = e

6.2 Propriété Algébriques

Proposition 11. Soit x et y deux réels et v un nombre rationnel (r € Q). Alors :

exp, (v +y) = exp, (x) X exp, (y), exp, (x —y) = %, exp, (rz) = (exp, (x))"

6.3 Une autre écriture de la fonction exp,

Soit @ un réel strictement positif et différent de 1. On a exp, (1) = ™) = a. Et
puisque pour tout r € Q :

expq (1) = (exp, (1)) =a'.

On pronlonge cette écriture sur 'ensemble des nombres réels en écrivant pour
tout v € R :

exp, (r) = a”.
Proposition 12. Soit a un réel strictement positif et différent de 1. Alors :

[
L (Vo € R) (vy €]0,+00]),y = a’ & a =
2. (Vx € R),log, (r) = z et (Y €]0, +00[) , a9 = 2.
3. Pour tout (z,y) € R? a®*¥ = a® x a¥ et a* ¥ ¢

=
Proposition 13. Soit a et b deuz réels strictement positifs. Alors pour tout (x,y) €
R? :

19
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