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1 Ensemble fini

Définition 1. :

1. Un ensemble E est fini lorsqu’il admet un nombre fini d’éléments.

2. Le nombre d’éléments de E est appelé le cardinal de 'ensemble et il est noté :
card (F) ou |E].

3. Dénombrer, ¢’est compter le nombre d’éléments que contient un ensemble fini,
c’est-a-dire en déterminer le cardinal.

Exemple 1. :

1. L’ensemble E des joueurs d'une équipe de foot est un ensemble fini. Alors
card (E) = 11.

2. L’ensemble N des entiers naturels n’est pas un ensemble fini.

Définition 2. On dit que deux ensembles sont disjoints, s’ils ont aucun éléments en
commui.

Proposition 1. Soient E et F' deux ensembles finis.
1. card(E\F) = card (E) + card (F) — card (E( F).
2. Si E et F sont disjoints alors : card (E\J F) = card (F) + card (F).

(a) S (Xi) i<y, est une famille d’ensemble disjoints deuz a deuz alors

card (0 Xi) zzn: card (X;)

1=1 1=1

3. Si E C F alors : card (E) < card (F) et card (F \ E) = card (F)—card (F).



2 Principe Fondamental du dénombrement (Principe du Produit)

2.1 Introduction

On lance dans l'air une piéce de monnaie 3 fois successives. Quel est le nombre
total de cas possibles ?
— Le premier lancer dispose de 2 possibilités.
— Le deuxiéme lancer dispose de 2 possibilités.
— Le troisieme lancer dispose de 2 possibilités.
— Donc le nombre total de cas possibles est : N =2 x 2 x 2 =8.

Proposition 2. (Principe du produit)

On considere une expérience aléatoire formée de deuz choix, si le ler choizx offre
ny possibilités et le 2éme choix offre no possibilités, alors le nombre de choix total
est :

N = n1 X Nno.

Remarque 1. Le principe du produit se généralise & une expérience aléatoire formée de
p choix avec p > 2. Dans ce cas le nombre de choix total est : N = n; xng X ... X n,.

Exemple 2. De combien de maniéres peut-on garer 4 voitures dans 6 places vides
dans un parking?

— Pour la 1ére voiture on dispose de 6 possibilités
— pour la 2éme il en reste 5, pour la 3éme il en reste 4 et pour la 4éme il en reste
3.
— D’apres le principe du produit le total des possibilités pour garer les 4
voitures est : N =6 X 5 x 4 x 3 = 360.

Exemple 3. Soit £/ = {0,1,2,4}. Déterminer le nombre total de nombres ayant 4
chiffres parmi les éléments de F.
On a’ milles | cent | dix | unité |
T3 [ 4[4[ 4

— D’aprés le principe du produit le total des possibilités est

N =3x4x4x4=192.



3 Arrangements et Combinaisons

3.1 Arrangements sans répétition

3.1.1 Introduction

On veut former un nombre n de 2 chiffres n = ab choisis parmi 1,2 et 3. On exige
de plus que tous les chiffres soient distincts deux a deux.

Toute possibilité est un couple (a,b) avec a et b sont distincts deux a deux et
choisis parmi les éléments de I'ensemble F = {1, 2, 3}.

12 21 31
15 25 et 35
3 3 2
13 23 32

Toute possibilité est appelée arrangement sans répétition de 2 éléments parmi 3.
Donc le nombre total de possibilités est 6.

Proposition 3. Soient n et p deux entiers naturels non nuls tels que : p < n. Le
nombre d’arrangements sans répétition de p éléments choisis parmi n est :

n!
Al = ———
(n —p)!
Exemple 4. Calculer : A%, A3 et A
On a
714%: 5! :5_!:5><4><3><2><1:20.
(5-=2) 3 3x2x1
7143: 4] :4_!:4><3><2><1:24'
4-3! 1 1
6! 6! 6xHx4x3x2x1
ST E—4) 2 2 x 1

Remarque 2. OnaA%:nx (n—l) X ... X (n—p—l—l).

~"

p facteurs

Remarque 3. Si p = n alors tout arrangement sans répétition de n éléments parmi n
est appelé permutation a n éléments. Le nombre de permutations a n éléments est :

Al=nxn—-1)x(n—-2)x..x2x1

n

-~

n facteurs

Ce nombre est noté n! qu’on lit factoriel n, doncn! =1 x 2 x 3 X ... X n.



Exemple 5. De combien de maniéres on peut ranger 5 livres dans 5 tiroirs de sorte
que chaque tiroir ne peut contenir plus d’un livre?

Toute possibilité est une permutation a 5 éléments, donc le nombre total de pos-
sibilités pour ranger les 5 livres dans les 5 tiroirs est 5! =5 x4 x 3 x 2 x 1 = 120.

3.2 Arrangements avec répétition

3.2.1 Introduction

On veut former un nombre n de 2 chiffres n = ab choisis parmi 1,2 et 3. (éven-
tuellement un élément peut apparaitre plusieurs fois)

Toute possibilité est appelée arrangement avec répétition de 2 éléments parmi 3.
Donc le nombre total de possibilités est 9.

Proposition 4. Soient n et p deux entiers naturels non nuls.
Le nombre d’arrangements avec répétition de p éléments choisis parmi n est : n?.

3.3 Combinaisons

3.3.1 Introduction

On considére 'ensemble : F = {a, b, c,d} .

— La liste de toutes les parties de E formés de 2 éléments est : {a, b} , {a,c},
{a,d}, {b,c}, {b,d}, {c,d}, ces parties sont appelés combinaison & 2 éléments
parmi 4. Leurs nombre est noté C? = 6.

— La liste de toutes les combinaisons & 3 éléments parmi 4 est : {a, b, ¢}, {a, b, d},
{a,c,d} et {b,c,d}. Leurs nombre est : C§ = 4.

Proposition 5. Soient n et p deux entiers naturels.
AP n!
n

Le nombre de combinaison ap éléments choisis parmin est :CY = — = 5 '
p! plx(n—p)!

Exemple 6. Calculer : C7 , C3 | Cf et C1.

On a
702_14_121_ 4) 4x3x2x1
T2l ol (4—-2)! 2x1x2x1
703:14_%: 5! _ 5! :5><4><3><2><1:10
b3l 3Ix(5-3) 3I'x2l 3x2x1x2x1 '
fC‘l:A—é: 6! _ 60 6x5xd4x3x2xl .
074l 4l x(6-4) 4'x2 4x3x2x1x2x1 '
ngA% 2! C2x1

U Ux@2-1) 1x1



Exemple 7. On prend simultanément 6 cartes d’un jeu de 32 cartes . On obtient une
main de 6 cartes, sans répétition ni ordre . Il s’agit donc d’une combinaison de 6
éléments pris parmi 32 éléments.

32! 32!
Le nombre de mains possibles est : C%, = 6% (32=0)l = ol a6l 906192.

4 Différents types de tirages

On considére une urne contenant 10 boules numérotées de 1 jusqu’a 10. Pour tirer
3 boules de cette urne, il y a 3 types de tirages possibles :
— : Lorsqu’on tire les 3 boules simultanément, toute possibilité
est une combinaison de 3 éléments choisis parmi 10. Le nombre de tirages
145{0_10><9><8_120

31 1x2x3

— : Si l'on tire 3 boules 'une aprés 'autre en re-

possible dans ce cas est : Cf, =

mettant a chaque fois la boule tirée dans 'urne. On dit qu’on a effectué un
tirage successif avec remise. Chaque possibilité dans ce cas est un arrangement
avec répétition de 3 éléments parmi 10 et le nombre de tirages possibles est :
10% = 1000.

— : Si l'on tire 3 boules I'une aprés l'autre sans
remettre aucune boule tirée dans 'urne. On dit qu’on a effectué un tirage
successif sans remise. Chaque possibilité dans ce cas est un arrangement sans
répétition de 3 éléments parmi 10 et le nombre de tirages possibles est : A3y=
10 x 9 x 8 = 720.

— Résumé des situations :

: . Dé b—
Type de tirages Ordre Répétitions d’éléments crom
rement

Successifs On tient compte Un élément  peut P
AV ECremuse de l'ordre étretiréplusieurs fois

Successifs On tient compte Un élément AP
SAN Sremise de l'ordre n'est tiré qu'une seule fois "

. . L'ordre n'intervient Un élément
Simultanés , Sy : ch
pas n'est tiré qu'une seule fois

Remarque 4. Quand on utilise plusieurs combinaisons, faut-il additionner ou multi-
plier 7 Cela dépend de la situation !
Concrétement :

1. Si les différentes étapes sont reliées par un "et", on multiplie

2. Si les différents cas sont reliés par un "ou", on additionne.



Exemple 8. Une urne contient 3 boules rouges, 4 noires et 1 blanche. On tire 3 boules
de I'urne.

1. Déterminer le nombre de tirages possibles.
2. Calculer le nombre de tirages de trois boules de méme couleur.

3. Calculer le nombre de tirages ne comprenant aucune boule rouge.

5 Formules

5.1 Formules relatives aux combinaisons

Théoréme 1. Pour tous n et p, tels que 0 < p <n, on a:
CO C«n —

2. Cl =1 =

3. C7P = (7
4

.Deplussi,n>1et1<p<n-—Tlalors:CP+ CPH = Cﬁi}

}_l

Démonstration. :

—Les 2 premiéres formules sont immédiate.
n! n!
~Ona(C)?= = = CP.
o n=px(n—(n—p)!  (n—ptxpl "
—Soit ¥ un ensemble & n + 1 éléments et a un élément de F.

Dénombrons les parties de £/ & p+ 1 éléments crts ni1 en considérant les parties qui

contiennent a et celles qui ne contiennent pas a.

Une partie de £/ & p + 1 éléments de E contenant a contient p éléments choisis
parmi les n éléments de E autres que a. Le nombre de ces parties est donc CP.

Une partie de ' & p+ 1 éléments de E ne contenant pas a contient p+ 1 éléments
choisis parmi les n éléments de E autres que a. Le nombre de ces parties est donc
CP*1. On en déduit que :

Ch+ Ot = Crl.

n

Exemple 9. :

7 X6
2

= 21.

1. Calculons C2 : Ona: C2 = CI° = (2 =



5.2 Le triangle de Pascal

A N 1 :
Grace a la derniere série de formules (Cg + CPHl = ﬁil), on peut remplir le

tableau suivant, appelé triangle de Pascal
n\p[ 0 [ 112]3[4[5[6][7]
1

0

1 1|1

2 1121

Z % i 2 111 T On a pour les cases rouges :C} + C7 = C2
5 I 15 ]10]10] 5 | 1

§ I 16 (152015 6 | 1

7 I |7 (21353521 7 |1

— CP n’est défini que pour p < m; on ne remplit donc pas les cases situées
au-dessus de la diagonale.

— Tous les nombres de la diagonale sont obtenus en utilisant le résultat C)' = 1.

— Tous les nombres de la premiére colonne sont obtenus en utilisant la formule
co—1.

— Tous les autres nombres sont obtenus en utilisant le résultat : C? + CPT! =

p+1
Cn—H'

5.3 Le bin6tme de Newton

Soit a et b deux nombres réels. On a
(a+b)°=d’>+2ab+b* et (a+0b)° =d®+3a% + 3ab® + b°
Les coefficients des termes des membres de droite sont respectivement (1,2,1) et
(1,3,3,1). On retrouve la deuxiéme ligne et la troisiéme ligne du triangle de Pascal.

Ce résultat est général et se traduit par le théoréeme suivant.

Théoréme 2. Pour tout entier naturel n, on a :

(a+b)" = C%" +Cla"'b+ ... + CPa" PV 4 ... + C"D"
n
Soit encore : (a +b)" => CPa" PbP,
p=0
Démonstration. :

Initialisation : Pour n = 0 immeédiat. La propriété est vraie au rang n = 0.




Hérédité : Soit n € N. Supposons qu'il existe un entier n tel que : (a +b)" =

CPa™"PbP montrons que la propriété est vraie au rang n + 1, soit

n+1

(a+b)""" Z bty

(a+b)"" = (a+b)" x (a+b)

:zn: CPa"PWP (a + b)
p=0
=a) Cha" "W +by Cha" "W
p=0 p=0
= CPa"P+ Y " Cha P

p=0 p=0
n—1

_ n+1+ Z Cp n+1— —PRP 4 Z Cp n— pbp—i—l bn+1

pl pO

_ n+1+ch n+1— pbp_|_ZCz 1 a z+1bz+bn+1

p=1 =1
A -~ 7

p=i—1

_ an+1+ Z Oﬁan—valbp + Z Cﬁ—lan—zﬂ-lbp + bn+1

p=1 p=1
i;rp
n
_ an—&—l_'_ Z (C«g 4+ Og—l) an—p+1bp 4+ bn—H
p—l

_ n+1+ Z +1an p+1pp 4 prtl

_ CO+1an+1_|_ Z +1an+1 “PpP 4 Cn+1bn+1

n+1

E : Jr1an—|—1—1nbp



n+1
On obtient alors (a 4 b)"™" =30 CF, a1 7PbP cest-a-dire la propriété est vraie
p=0
au rang n + 1.
Conclusion : On a donc démontré que la proposition est vérifiée pour tout entier

naturel.
Il

Exemple 10. Calcul de (a + b)6
En lisant les valeurs des coefficients dans la ligne numéro 6 du triangle de Pascal,
on obtient :

(a4 0)° = a® + 6a°b + 15a*0* + 20a°6° + 15a°b* + 6ab”® + b

Exemple 11. Nombre de sous-ensemble d’un ensemble E.
Soit un ensemble E qui contient n éléments.
Soit un ensemble E qui contient n éléments. Nous avons vu que le nombre de
sous-ensemble & p éléments est égal a : CL.
n
Le nombre de sous-ensemble - ¢’est a dire de 0 a4 n éléments - est donc de : > CP.
=0
n n P
Or si Uon calcule : Y CP =3 CP1" P x 1P = (14 1)" = 2",
p=0 p=0

FIN



