Correction Série d’exercices sur les nombres

complexes 2 BAC
PC
SVT

Yahya MATIOUI

13 aott 2023

www.etude-generale.com

Exercice 1. .

Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (O, , 7), on
consideére les points A, B, C et D d’affixes respectives a = v2+iv2, b= 1+ /2 +1
c=betd=2i

1. Ecrivons le nombre complexe a sous forme trigonométrique :

Ona:|a]:\/(\/5)2+(\/§)2:\/4_1:2d0nc

donc | a = 2 (cos (%) + 151N (%))

a. Vérifions que : b—d =c¢
On a

2.




b—d=14+V2+i—2
=1+v2—i
1+\/§+z‘>

done [F=d=¢)
b. Montrons que : (v2+1) (b—a)=b—d :
On a:

(V2+1) (b—a) = (V2+1) (14 V2+i-V2-iV3)
:(\/§+1> (1+¢—¢\/§)
= V2 +iV2—2i+1+i—iV2
=2 -2i+1+i
—V2—it1
=1+v2—i
=<1+\/§+z'>

=c

=b—d

donc (\/§+1) (b—a)=0b—d

Déduisons que les points A,B et D sont alignés

b—a 1
Ona (vV2+1)(b—a)=0b—d donc =
na ) (= a) Y —d T Var

€ R donc

| les points A,B et D sont alignés. |
3.

a. Vérifions que : ac = 2b




ac = (\/54-1\/5) (1+\/§—i)
— V242 —iV2+iV2+2i+V2

= 2V2 42+ 2i
=2+ 2v2 + 2i
=2(1+v2+i)
= 2b
donc
b. Déduisons que : 2arg (b) = % [27]

On a : ac = 2b donc

arg (ac) = arg (2b) [27]

arg (2) =0 [27]
et comme _ donc | 2arg (b) = % [27]
arg (a) = 1 [27]

s
4. Soit R la rotation de centre O et d’angle 1 et qui transforme chaque point M

du plan d’affixe z en un point M’ d’affixe 2’

1
a. Montrons que : 2/ = Pl

On a




2 2
o (\/§+Z\/§)z
B 2
1
<:>Z/:1QZ
2
donc z’:laz

b. Déduisons que : R(C) = B et que R(A) =D

1 1
— On d’apreés I'expression complexe de la rotation R : éac =3 x 2b = b, donc

R(C) = B.

— On d’aprés 'expression complexe de la rotation R :

11,
2CLCL—QCL
1 2
:§<\/§+z’\/§>
.
=—-—X4q
2
=2
=d

b— 2—1
c. Montrons que : ¢_ <\/_ ) a

On a



b—a 1+V2+i—(V2+iV?2)
c—a 1+v2—i— (V2+iV2)
1+ V24i V202
1 V2-i—V2-iV2
Cl4i—iV2
C1—i—iV2
(1414 —iv2) (1 + (i +iv2))
(1= (i+iv2)) (1+ (i +iv2))
1+ (i +ivV2) +i+i (i +iv2) —iv2 —iv2 (i +iv2)

1— (i+iv2)°

I 2 i - 1= V2 - V24 V242

B 1—(~-1-2v2-2)

2042

C24+2V242

1+

2+/2

C(1+i0) (2-V2)

B 2

C2—V242i—iV2

B 2

242 — V2 -2

B 2
, V2-1 (V2-1) (V2+iv2) 2+2i—vV2—iV/2
d’autre part, on a 5 a = 5 = 5

b—a <\/§1>
donc = a

c—a 2

Déduisons une mesure de I’angle (ﬁ, 1@)
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( 2 -1
arg <\/_2 ) = 0 [27]
et comme < donc <A(§,A§> = % 27]
arg (a) = il [27]
\ 4
Exercice 2. .
1. Résolvons dans C 'équation : 2> — 2z +4 =0
a=1
Ona{b=—-2 doncA =b>—4ac=(—2)"—4x1x4=—12 < 0, donc I'équation
c=4

admet deux solutions complexes conjuguées : 21 et 29
—b+iv—A 2+4+1iV/12
Z]. = = =
2a 2

et comme 29 = Z7 = (1 —l—zx/g) — 1 —4+/3 donc

1+iv3

S:{l—i\/§,1+z’\/§}

2. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, , 7), on
considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a = 1 —iv/3 , b = 24 2i
c=+vV3+ietd=—-2+2V3

a. Vérifions que :a —d = —/3(c—d)




a—d=1-iV3—(-2+2V3)

=1—-iV/34+2-2V3
—3-2v3—-4iV/3
=3 —-V3(2+19) (1)

d’autre part, on a

—\/§(c—d):—\/§<\/§+z‘+2—2\/§)
= —3—iV/3-2V3+6
—3 VB4 )
d’apres (1) et (2) on déduit donc :| ¢ —d = —/3 (¢ — d)

b. Déduisons que les points A, C' et D sont alignés

Ona:a—d= —/3(c—d) alors a—;l = —/3 donc
C_

| les points A, C et D sont alignés. |

a_

d
€ R, par suite
c—d

3. On considere z l'affixe d’un point M et 2’ 'affixe de M’ image de M par la

-
rotation R de centre O et d’angle ry

1
Vérifions que : 2/ = 5%
On a
Ko
RM)=M &2 —z2p=c¢ 13(2_20)

e o — (1—2'\/3)2
2
@z/zlzxa
2
<:>z':1az
2



1
donc| 2/ = Zqz

2

4. Soient H l'image du point B par la rotation R, h son affixe et P le point

d’affixe ptel que : p=a — ¢
a. Vérifions que : h = ip

On a d’apres 'expression complexe de la rotation R

b‘

(1—2\/_> (2 + 2i)

= (2+2i—21V3+2V3)
— > (2+2v3+i(2-2v3))
+\/_+z(1—x/§)

— [\.'JI H[\DI r—k[\:>| Hl\DI =

d’autre part, on a

i (a—
i(1- 3—(\f+z>)
(1—2\/_ \/_—2>
z<1 —z<\/_+1>>
i(1-v3)+ (Va+1)
1+\/§+z(1—\/§)

d’aprés (3) et (4) on déduit que : [ h =ip

wp

1

b. Montrons que le triangle (OH P) est rectangle et isocéle en O.

On a
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donc <O?, Oﬁ) = g [27], par suite le triangle (OH P) est rectangle en O.

Deplusona: OH = |h| = |ip| = |i|x|p| = |p| = OP, donc OH = OP par suite le
triangle (OH P) est isocele en O, ceci signifie que| le triangle (OH P) est rectangle et isocéle er

Exercice 3. .

1. Résolvons dans C I'équation : 2> — 4z 4+ 5 = 0.

a=1
Ona{b=—4 doncA=0b—4ac=(—4)’—4x1x5=—4<0. Donc
c=9

I’équation admet deux solutions complexes conjuguées z; et 2o :

. C—b+iV/-A A4 iV 2(244) P
L 2% -2 2

et comme zp = (z7) = (24+4) =2 —idonc[ S ={2—4,2+i} |

2. On considére dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, e, e_2>) les
points A, B, C, D et () d’affixes respectives : a = 2+1i ,b =2 —1i, ¢c = 1,
d=—1etw=1.

a—w .
=1

a. Montrons que :

— W



1—i

(1449 (1 +19)
(1 =) (1+9)
C(144)
141

2

)

=1

donc a—w:i.
b—w

b. Déduisons que le triangle Q2AB est rectangle et isocéle en €).

~ Ona
<Q ,QA> = arg <Z::> 2]

= arg (1) [27]

g[Qﬂ']. Ceci signifie que le

et comme arg (1) = g[QTF] donc (Q ,QA)
triangle QAB est rectangle en 2.

Onaz_w:ialors a-v = |i| par suite ||Z_w||:1d’ou la — w| =
—w —w
QA = |a — w|
|b — w| et comme c’est-a-dire QA = QB. Ceci signifie que
QB = |b— w|

le triangle QQAB est isocéle en (2.

| On déduit que le triangle QADB est rectangle et isocéle en ). |

3. Soit z I'affixe d'un point M du plan et 2’ 'affixe du point M’ image de M par
™
la rotation R de centre €2 et d’angle 5

a. Montrons que : 2/ =iz +1—1

10



™

RM)=M <7 —w=¢?(z—w)

s -1= <COS (g) + isin (g)) (z—1)

s2Z-1=i(z-1)
S —1=4z—1

s =dz4+1—1

donc |2 =iz +1—1|
b. Vérifions que : R(A) = C et R(D) = B.

— On a d’aprés 'expression complexe de la rotation :

ia+1—i=i(2+i)+1—i
—2—1+1—i
=i
=C

donc R (A) = C.

— On a d’aprés 'expression complexe de la rotation :

id+1—i=ix(—i)+1—i

—1+1—i
=2
=b

donc R (D) = B. Par suite| R(A) =C et R(D) =B |
c. Montrons que les points A, B, C' et D appartiennent au méme cercle dont on
déterminera le centre
R(A)=C OA =QC
On a alors et comme QA = QB donc
R(D)=1B QOD =0OB
QA = QOB = QC = QD c’est-a-dire les points A, B,C' et D appar-
tiennent au méme cercle de centre €.

Exercice 4. .

11



1. Résolvons dans C Péquation : 22 —v/3z+1 = 0.
2 : :
On a A = (—\/§) —4 x1x1=—1, donc I'équation admet deux solutions
complexes conjuguées z; et 2o :

C=b+iV/=A VB4 V3L

21 = + =t

2a 2 2 2
1 1
et 29 = 71 = @ + =i | = ﬁ — —1. Donc 'ensemble des solutions est :
2 2 2 2
1 1
2 2 2 2

: - 3 .
2. Soient les nombres complexes : a = €'s et b = = + i—

S

(a) Déterminons une forme algébrique de a :

o 3 1
Ona:a:e%:cos(%)+isin(%):§+§i.Donc a:\/?ng%i
(b) Vérifions que : @b = /3
On a
_ V3 1\ (3, V3
ab <7+§Z 2 Ty
V3 1\ (3 3
e 7= _+Z_
2 2 2 2
_3WB 3 _ 3,3
T
=3
donc | @b = /3

3. Montrons que le point B est I'image du point A par une homothétie A de centre
O dont on déterminera le rapport :

On a

Eb:ﬁ(@@/b:ﬁa@b:@a@@:ﬁﬁ
—1

donc le point B est 'image de A par h de centre O et de rapport /3

4. Soient z l'affixe d'un point M et 2’ I'affixe d’un point M’ par la rotation R de
centre A et d’angle —.

19



(a) On écrit 2’ en fonction de z et a :

On a

RM)=M &2 —a=¢"%(z—a)
s =¢%(z—a)+a
s2Z=i(z—a)+a

donc[ 2 =i(z—a)+a]
(b) Montrons que : d =a + 1
On a

R(C)=D&d=i(c—a)+asd=i(a—a)+a
3 1 3 1 ] '
et comme : @ —a = <§+Z§> — (§+Z§> = —3—% = —1i donc
d=ix(—i)+a=a+1|
(¢) Montrons que ADIO est un losange
Ona:AD =|d—a| =Ja+1—al =1, DI = |1—-(a+1)| = |—a| =

|—€’6| =1,01 =1 —0] =1et AO = |0 —¢s| = 1. Donc[ AD = DI = OI = AO

Par suite le quadrilatére ADIO est un losange.

—1
(a) Vérifions que:d—b:\/g2 (1 —1)
On a
3 V3
db—a+1<§+71)
V3 o1 3 V3
PR
v3 1l 1 V3
2 2 2 2
V3—-1 i
T2 5(1_\/5)
V3—-1 i
T2 _§<‘/§_1)
—1
“B Ly
donc d—b:\/g_l(l—z')
2

Déduisons un argument du nombre d — b :




et comme : <

(1- i)) 27

) +arg (1 —1i)[27]

donc| arg (d — b)

—Tr

e [27]

arg (1 —1i) = Tﬂ [27]

\
(b) Déterminons une forme trigonométrique du nombre 1 — b

On a

- () - ()

(v +5) +isin (7 +3)
= CO0S - 51N -
™ 3 (0 3

A7 s A
= cos | — istn | —
3 3

donc| 1 —b = cos (4—7T

s A
3 151N 3

(¢c) Déduisons une mesure de ’angle (E?, Eﬁ)

On a

14




done <ﬁ> = T

12

Exercice 5. .

1. Dans I'ensemble C des nombres complexes, on considére I’'équation :
(B): 22 =2 (V24 V6) 2416 =0

(a) Vérifions que le discriminant de I'équation (E) est : A = —4 (/6 — \/5)2

a=1
On a b:—2(\/§+\/6) donc
c=16

A = b? — dac
_ {_2(\/§+\/6)}2—4><1><16

:4(2+2\/ﬁ+6)—64
=32+ 8V12 — 64

= —32+8V12
:—4(6—2\/ﬁ+2)

:—4<f—\/§)2
donc A:_4(\/__\/§)2

(b) Déduisons les solutions de 'équation (F) :
Ona A = -4 (\/_— \/5)2 et puisque —4 (\/_— \/§)2 < 0 alors A < 0.
Donc I'équation (F) admet deux solutions complexes conjuguées z; et 2o
telles que :

bt i/ A

21 =
2a

2 (V2 VE) +iy/4 (V6 - v2)’
B 2

_2(V2+V6) +2i (V6 - v2)

:2[(ﬂ+\/6)2+z'(\/——\/§)}
2

— (V2+VB) +i (V6 - Vv2)

15



et 2 =7 = (V2+VB) +i (V6 - v2)) = (V2+6) —i (VB v2).

Donc

S = {(VZ+V0) +i(6—v3), (V21 6) — i (Vo—v2)]

2. Soient les nombres complexes a = (\/§ + \/6) +1 (\/_ — \/5) ,b=1+4 V3 et
c =2+ iV2.

(a) Vérifions que : bc = a, puis déduisons que ac = 4b

On a
b5=(1+z‘\/§) (ﬁﬂﬁ)
_ <1+i\/§> (\/§—N§)
= V2 —ivV2+ivV6 + V6
= (\/6+\/§)+(f—\/§)
donc [ b¢ = a |

Déduisons que : ac = 4b

On a bc = a alors bcc = ac, et comme ¢cc = (\/5— 2\/5) (\/§—|—2\/§) =
4,alors on obtient

Déterminons une forme trigonométrique des nombres complexes : b et ¢

On a |b] = |¢| = 2 donc

et

donc

it () oo (5) i )

c\/§+i\/§2<§+ig> :2(COS(Z>+iSin<%)>

1 ) B ) e C R )

Déduisons que : a = 4 (cos (l> + 181N (1)>

On a

12 12

a| = |be| = bl X [F =2 x 2 =4 et :

arg (a) = arg (be) [27]
= arg (b) + arg (¢) [27]

16



et comme arg (¢) = —arg (c) [2n], alors arg (¢) = —g [27] et arg (b)

g [27] donc
arg (a) = gr— 1 [27]
=15 [27]

done | a = 4 (cos (5) +isin (15))
onc|a=4/|cos G + 1511 B

(a) Vérifions que : 2/ = —az
On a

R(M)=M &2 — 29 =€ (2 — 20)

! i
=z =elzz

o = <cos (i) —|—zsm<7r>)
12 12
s =4 % ! (cos<ﬂ>—i—zsm(7r)>z
- 4 12 12

=4 cos (f5) + 5 (1)) x
Z = coSs 12 181N 12 42

a

&Y =—z
4
a
donc | 2/ = 17
(b) Déterminons 'image du point C' par la rotation R
: , a ac
on a d’apres 'expression complexe de la rotation R : ZC =7 = b.

donc I'image du point C' par R de centre O et d’angle 17T—2 est le point B

(¢c) Déterminons la nature du triangle OBC
(OB =0C

ona R(C)=B <& <

[27]

|

)

\
| Donc le triangle OBC est isocéle en
(d) Montrons que : a* = 128b

Qw|>’

Ona:a=4 (cos (%) + 151 (17;)) , et d’apres la formule de Moivre on a :

17



donc

Déduisons que les points O,B et D sont alignés :

On a

d—z d 128
_ 4 _ 10 ogeR
b—z b b 8 €

| donc les points O, B et D sont alignés |

FIN
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