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Limite d’'une fonction numérique

Limite infinie d’une fonction en +0o0 ou en —oo.

Activité d’introduction

Soit f la fonction définie sur R par : f (z) = 22.

1. Recopier et compléter le tableau suivant :

x | 1]5][10]100 [ 1000
f(z)

2. Que remarque-t-on pour les valeurs de f (z) quant x prend des valeurs positives de
plus en plus grandes ?

On constate que plus = devient grand, plus f(x) prend des valeurs de plus en plus
grandes. On dit que " f(x) tend vers 400, lorsque = tend vers +oco. On dit que : " la
limite de f (z) quand = tend vers +oo est égale & +00 " et on note :

lim f(z) =400

T—>+00

Définition 1 .
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a,+o0] ot a € R.
Si f () tend vers +o00 quand x tend vers +oo, on écrit hIErl f (z) = +oo.

Limites usuelles

& lim z=+o0, lim 22=+0c0, lim 23=+oc0, lim /z = +oo.
Tr—>—+00 Tr—>+00 r—+00 Tr—>+00

& lim z=-00, lim 2°=+400, lim 28%=-0c0, (VneN*) lim z" = +oo.
T——00 Tr—>—00 T——00 Tr——+00

& Sin est pair et n # 0, alors lim 2" = +00

——00



& Sin est impair, alors lim 2" = —oo0.

rT—>—00
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Exemple 2 .
Calculer : lim 27, lim 28 lim 2%, lim 2°, lim 25
r—+00 r—+00 r——00 r——00 r——00

Limite finie d’une fonction en +0co0 ou en —oo

Activité d’introduction

La figure au-dessous représente la courbe de la fonction f dans un plan muni d’un repére
- —
orthonormé (O, i, j) .

“/// |

R

En utilisant la courbe de la fonction f, que peut-on conclure quand x prend des valeurs
de plus en plus grandes.

& La courbe de f se rapproche de plus en plus de la droite d’équation y = ¢’ quand x tend

vers +00. On dit que f () tend vers ¢ quand x tend vers +oco et on note linj f(z) =
.



& La courbe de f se rapproche de plus en plus de la droite d’équation y = ¢ quand z tend vers
—00. On dit que f (z) tend vers ¢ quand = tend vers —oo et on note lim f(z) = /.

Définition 3 .

& Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a,+o0] (o a € R),
et soit £ un réel. Si f (x) tend vers le nombre ¢ quand x tend vers +oo, alors on note

li =/.
AT @) =1
& Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme |—o0,b] (o b € R),

et soit 0" un réel. Si f (x) tend vers le nombre ¢ quand x tend vers —oo, alors on note
lim f(x)="/.

r——00

Limites usuelles

1 1 1 1
lim — =0, lim —=0, (VneN"), lim — =0, (VneN"), lim —=0
n—s-+oo T—s—00 n—s4oo ™ r—s—oco ™
Exemple 4 .
1 1
Calculer lim —, lim —, lim — et lim —.
T—+00 r—+too r——oo x—>foox5

Propriété 5 .
Soit f une fonction numérique et ¢ un réel.

& Si f admet une limite £ en +00 (ou en — 0), alors cette limite est unique.

& lim f(z)=0 <= lm (f(x)—0)=0

r—+400 Tr—>400

& lim f(r)=¢ <= lim (f(z)—¥¢)=0

Exemple 6 .
—93
Montrer que : lim aj—?’” = —2.
r——00 x
— 93
Onpose:f(x)zx—;_x ot x € R*.
x
, i —22% + 223+ + 22 o« 1
Sozt$€R,ona:f(:v)—(—Q):TJrQ: p :E:E.Donc
. . 1
lim (f(z)—(-2))= lim — =0
r——00 r——00

d’ou lim f(x)=-2.

T——00

Exemple 7 .



La figure suivante représente la courbe d’une fonction définie sur R*.

y,,

%R

¥

1. Déterminer par lecture graphique , linj f(x)et lim f(z).

T——

2 1
f(z)= w; ; >0
2. Sachant que (Cy) est la courbe de la fonction
1

Retrouver les résultats de 1°7¢ question.

& Au voisinage de +oo (C’est-a-dire quand x tend vers + o0)
on remarque que (Cy) se rapporche de plus en plus de la droite (D) d’équation
y = 2, donc f (x) se rapproche de plus en plus du nombre 2, d’ot linj f(x)=2.
Au voisinage de —oo (C’est-a-dire quand x tend vers — oo)
on remarque que (C) se rapporche de plus en plus de l'axe des abscisses (dont l'équation y = 0)

donc lim f(z)=0.

& Calculons lim f(x):

r—>+00
2 1 1 1
Sur Uintervalle |0, +o00[, f(x) = tTl + =, donc f(r)—2=—= or
x x x
1
lim == I —9)=0 d'oi
 Jim — 0, donc lm (f(x)—2)=0 dou
li =2
i f ()

C’est le méme résultat obtenu par lecture graphique.

1 1
Sur Uintervalle |—00,0[, f(z)=—, or lim — =0, donc
x2 x—>+oox2

lim f(x)=0

Tr—+00

C’est le méme résultat obtenu par lecture graphique.



Limite finie et infinie d’une fonction en un point

Limite finie d’une fonction en un point

Définition 8 .

Soit a et { deuxr nombres réels. Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle
de la forme |a — a,a + af ot a € 10, +00[, ou sur un ensemble de la forme Ja — a,a + of \
{a}. Si f (x) tend vers ¢ quand x tend vers a, alors on note :

li_n)lf(:v)zé

|
1
|
|
|
1
1
1
a

N\

x proche de a

Exemple 9 .
La figure suivante représente la courbe d’une fonction définie sur R

[
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 «x

Déterminer par lecture graphique : lim1 f(x) et lim2 f(z).

& Lorsque les valeurs de x se rapprochent de plus en plus de 2, les valeurs de f(x) se
rapprochent de plus en plus de 5. Ainsi lime (x) = 5.

& Lorsque les valeurs de = se rapprochent de plus en plus de 1, les valeurs de f(x) se
rapprochent de plus en plus de 2. Ainsi limlf () = 2.



Propriété 10 .
Soit f une fonction numérique, a et { deux réels. Si f admet une limite { en a, alors
cette limite est unique.

Exemple 11 (Limites usuelles) .

lim z = 0, limz?=0 , lim 23 = 0
z—0 z—0 z—0
Exemple 12 .
5 5
Montrer que : lim | 2% — £ = —i.
z—0 2 2
5 5 5

Soitz € R. Ona: (133 - é) — <—§> = a3, et comme limosc3 =0 donc limo <x3 — \/7_) —

VB .
(—7>:0 d’ot

Limite infinie d’une fonction en un point

lim <x3 — \/—5) = —é.

r—0 2

Définition 13 .
Soit f une fonction numérique et a un nombre réel. Si f (x) tend vers +oo quand x tend
vers a, alors on note : lim f (z) = 4o0.

Limite a droite et limite a gauche d’une fonction en un
point
Définition 14 .
Soit f une fonction numérique. Soit a et { deuxr nombres réels.
& Si f(x) tend vers ¢ quand x tend vers a a droite (c’est-a-dire x > a), alors on note :

lim f(z) ="/ ou mEngf (x).

r —a

xr>a

& Si f () tend vers +o0o (respectivement — oo) quand = tend vers a a droite (c’est-a-dire © > a),

alors onnote  lim  f(x) = +oo ou lim f(x) =400 | respectivement lim f(x) =—o0 ou
r—a vat r—a i

& Si f(x) tend vers ¢ quand x tend vers a & gauche (c’est-a-dire x < a), alors on note :

lim  f(z)=/{ou lim f(x).

r—a

r<a



& Si f () tend vers oo (respectivement — oo) quand x tend vers a & gauche (c’est-a-dire x < a),

alors onnote  lim  f(z) = +oo ou lim f () = +oo | respectivement — lim  f(x) =—oc0 ou
Tr—a r——an T —sa ;
r<a r<a
Exemple 15 .

La figure suivante représente la courbe d’une fonction définie sur R*.

y,,

Déterminer par lecture graphique , lim f(z) et lim f(x).
z—0

z—0~

& Lorsque les valeurs de x négatives deviennent proches de 0, les valeurs de f(z) deviennent
négatives et de plus en plus petites.

Ainsi f admet pour limite —oo lorsque x tend vers 0 avec x < 0. Donc

lim f(z) = —o0.

r—0~

& Lorsque les valeurs de x positives deviennent proches de 0, les valeurs de f(x) deviennent
de plus en plus grandes.

Ainsi f admet pour limite +oo lorsque x tend vers 0 avec x > 0. Donc

lim f(z) = 4o0.

r—01

Limites usuelles

1 1
& (VneN*), lim —=+o0 , lim /=0, lim — =+0o0
z—0+t " z—0* z—01 /T
& Sin est un nombre pair non nul, alors lim — = 4-o0.
z—0" T
. . . . 1
& Si n est un nombre impair, alors lim — = —o0.

z—0— "



Exemple 16 .
Calculer les limites suivantes :

lim —,
z—0t

Théoréme 17 .
Soit f une fonction numérique.

xli_n}af (x) =l <= (

1
lim

r—0—

1 . 1 ) 1

—, lim — et lim —

3 z—0t+ g8 z—0— 12
lim+f () =L= lim f (x)) :

Opérations sur les limites

On admet sans démonstration toutes les opérations suivantes.

Dans tout ce qui suit , a est un nombre réel ou +o0o ou —oo, £ et ¢’ sont des réels.

Limite d’une somme.

lim f(x) 1 1 ¢ | 400 | —00 | —00 | +00
lim g (z) " | o0 | —o0 | +00 | —00 | +00 | —00
lim (f+g¢)(z) |+ | 400 | —00 | 400 | —00 | F.I | F.I
Limite d’un produit
lim f (z) ¢ | £>0][0<0|£>0|¢<0]| 400|400 | —00 0 +00 ou —oo
lim g (x) v +00 | +00 | —00 | —00 | +00 | —00 | —00 | +00 Ou —00 0
lim (f xg)(x) | £x{ | 400 | —00 | —00 | 400 | +00 | —00 | +00 F.I F.I
Limite de l’inverse
lim f (x) (eER* | 400 | —o0 | 07 | 07
1
Tim (?) (7) 7 0 0 | 400 | —00
Limite d’un quotient
lim f (z) 14 14 +oo | —oo | 400 | —00 | —ocoul <0
lim g (x) U'#0|+00 [ £>0|0>04<0|(<0 0t
lim (i> () | £ 0 | +o0 | —o0 | —o0 | 400 —00
r—a g
+oooul >0 |+oooul>0| —-occoul<0| 0 | £oo
0t 0~ 0~ 0 | £oo
+00 —00 +o00o FI| F.I




Exemple 18 .

1— =
1 3r—4

Calculer les limites suivantes : lim , lim L i a :
z—3+—x +3 " z—ot 2 +x z—1+ . — 1

1
im :
z—3t—2 + 3
Le tableau de signe de l’expression —x + 3 :

L3

€T —0C 3 —+o¢
—1+3 + ¢ —
. _ . ) 1
donc lim —ax+3 =07, dou par inverse lim = —00
z—3+ z—3t —x + 3
1
1— =
lim L
* e—0t 22 4+
. 1 . 1 , . 9 R
Ona lim —— = —o00, donc lim 1— — = —oo, d’autre part, lim x*+x = 0" d’ou
z—07F T 1 z—0t T z—0t
1-— =
par quotient lim L — 0.

-0t a2 + 2

3xr—4
& lim * :
z—1t x — 1
On a lim+3x —4=—1, et lim+x —1=0%"(x>1 = x—1>0) donc par quotient
z—1 rz—1
. 3xr—4
lim = —00.

z—1+ x — 1

Limite d’une fonction polynéme— Limite d’une fonction rationnelle

Propriété 19 .

& Soit P et QQ deux fonctions polynomes et xy un réel.

: - P(x)  P(x)
B lim P(z) = P(x , lim = st Q (xg) # 0.
Jlim P(e)=P(ry) . lim S = SO s Q (a0
[ | hIS_l A" + Gy 12" N+ iz +ag = liril apx” . lim apz" + an_12" +
. Fax+a9= lim a,z™.
. ap " + ...+ a1+ ap . a,T" . a, " + ...+ a1z + ag . anx"
B lim = lim —— , =

z—+00 b, 2™ + ... + bix + by N z—+o00 b, x™ x—lHOObmJ,‘m + ...+ bz + by [ —" bmxm'



Exemple 20 Calculer les limites suivantes :

lim 322 — 22 — 5, lim 32? — 2z +5, lim —32°% +82° + 2+ 1,

z—1 r—>+00 r—+00

lim —3254+8°+z+1, lim — 52— 222+ 210,

lim 322 —2x+5

Tr——00 T——00 r— 400
' 1im13x2—2a:—5:3><1—2><1—5:—4.
'S liril 322 -2z +5 = linl 32? = +o0.
' hIE_l — 35+ 8+r+1= lirr+1 — 328 = —0.
& lim —3254+8°+2r+1= lim —32%5=—c0.
A lim —523—2224+210= lim - 52%=+c0
& linj 322 —2x+5 = linj 32? = +o0.
Exemple 21 .
Calculer les limites suivantes :
20 —1 . 5x? 4+ x4+ 1 —22° 4+ 1
im , lim ——, im
z—+oco 3 + 2 r——00 x4+ 2 T—+00 7[E3 + 2 +x+1
4+ 223 . 2 —1 . 203 —x 42
lim im ——

>

m —, -
a—-003x3 + 202+ 1" 2—+4oox? — 3x + 2 r—s—00 z—1

20 — 1 2 2
& lim z = lim 2=2,
z—+003r +2 z—+oodr 3
52 1 52
& lim i lim — = lim 52 = —o0
T—>—00 x+ 2 r——00 I T—>—00
—22° + 1 —22° —2
1. _ . _ l ) _ _
. x—lg-loo T3+ a2+ ax+1 x—1>IEoo Tx3 x—l>n-|}oo 7 . o
4 4 223 22 2
N e S RN el
2 1 2
& lim — = lim — =1
s—toog? — 3x +2  a—toog?
23 — 2 23
& lim rorte m =2 — lim 222 — +00.
T——00 x—1 T——00 I T——00

10



Exemple 22 .

x?—1 1
Calculer les limites suivantes : lim ————  lim (z —/z) et lim (22+1)—
e —1 0 v —1
Ona: lim ——— =7=" (F. On ne peut rien conclure pour lim ————
R S R P b IH1x2—3x+2)
oma:1?—3z+2=(x—1)(z—2) etz?—1=(x—1)(z+1) donc
oat—1 (=1 @+1) a1
lim ———— = lim =1 =-2
:)3%1:32—3:[*4—2 x*&(x_l) ($—2> —1py — 2
Ona lim z—+/x=+oc0+ (—00) (F.])
ona
lim (a: — \/5) = lim (v 2 — \/E)
r—>+00 r—>+00
= i -1
Jm Ve (Ve =)
et comme linj VI =400 et linj vV —1 = +o0, alors linl VvV (v/x—1) donc
li — =
Jim (o= V) = +oo
. 9 1
Ona: lim (2°41)— = (+o00)x0 (F.I)
ona ° % t . > .
lim (m2+1)—: lim x_+_: lim x4+ —
r—>+00 xr r—>+too I T T—>+00 x
. . 1 . 1
et comme lim z=—o00 et lim — =0, alors lim z+ — = —o0 donc
r— 400 rx—+oo r—>—+00 T
. 2 1
lim (x + 1) - = -0
r———00 €

Limites de fonctions irrationnelles

Propriété 23 .

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a, +00] (o a est un réel)
tel que : (Vx € [a,400]), f(z) > 0.
& Si lim f(z)=/(etl>0,alors lim \/f(z) ="

T——+00 T——+00

& Si lim f(z)=+oc0, alors lim /f(x)= 4o0.

r—>+00 r—+00

Exemple 24 .
Calculer :

1im3\/2x—1, lim V322 —2x+2, lim va2+z+3

Tr—>—+00 Tr—>—00

241 2
lim vVa?2+2x+3+2x, lim Akl lim 4/ xl.
x_

T—+00 r—+too \| 422 — +1 7:t:—»l"’

11



& ona mligngx —1=25, donc xli_n>13\/2x7— = /5.

& ona: xinjoo?)xQ — 2+ 2 =400 donc Iinlm\/m = +00.

& ona Iinr_looﬁ + x4+ 3 = 4+00 donc mirr_loo\/m = 400

& ona xianroon + x4+ 3 = 400 alors xirgoom = 400 et comme xirﬂm2x = 400
donc xilg—loo\/m + 2z = +o00.

& 5 22 +1 i x? 1 p . [ 2?+1 1
on a m ——---"—= m - = - onc 1m —_— = -
t—toodg? — x4+ 1 z—+oody? 4 z—too\ 422 —x + 1 2

Remarque 25 .
La notation lim f(x) =/{ veut dire lim f(z)=/¢et lim f(z)="~¢.

|x|—+o00 T—+00 T——

Limites de fonctions trigonométriques

Théoréme 26 .

. sinx . 1 —cosx 1 . tancx
lim =1, lim——=—- et lim =1
-0 z—0 2 2 r—0
) _ sin (ax)
& Pour tout réel non nul a, lim = a.
x—0 x
& Pour tout réel a, lim sinz = sina.
r—0
& Pour tout réel a, lim cosx = cosa.
r—0
z 7-(- Y .
& Pour tout réel a # — + km ou k € Z , lim tanz = tana.
2 r—0
& lim sinx =0, lim cosxz =1, et lim tanx = 0.
r—0 r—0 rz—0
Exemple 27 Calculer les limites suivantes :
. sin3z .. sindbx . sinTz . tanx —sinx
lim , lim , lim — , lim ——
t—0 t—0 4x = z—0sin2z =—0 2
r+sinx . l—cosx . 1—cos\x . tan3z
i , lim > llm ——— lim —
z—0 tanz z—0 2z z—0F T r—0 sinx
2
. x—1)
lim

z—1cos(x — 1) —1

x3=1x3=3. (lim —1).
z—0 3

12

. sin3zx . sin3zx
A lim = lim
r—0 g z—0 3x




. sinbx . sindxr 5 5 5
& lim = lim X —=1X-=-.
z—0 4dgx z—0 bz 4 4 4
sin 7x sin7x 7 T 7
& lim =1l X —=1x=-=_.
z—0 €T z—0 Tx 2 2 2
[
. tanx —sinzx
lim —M—
r—0 1‘2
sin .
—sinz
—  ljm Cosz
r—0 ;1;‘2
. silnx —cosz.sinx
= lim
-0 z2cosx
sinx (1 — cosx)
= lim
£—0 22 cosx
1—cosz sin x
= lim ( ) X
-0 2 Ccos &
1 —cosz 1
= lim%xtanx:—XOZO.
r—0 T 2
. x+sinx . T sin x . 1 sinx.cosx 1
N lim— = lim + = lim . = lim —— 4+ cosz = 2.
a0 tanz e——o0tanx tanz o—otanw sin x e—otanx
T T
o i 1 —coszx . 1—cosx><1 1><1 1
m-——=Ilm—— X =-=—-x - = —.
r—0 2;(;2 r—0 I2 2 2 2 4
1 — cosv/zx 1 — cos+v/x 1
o G LTOSVE g Tocosve L
a0+ T —0% (/) 2
2
r—1
A lim ( )

e—1cos (z —1)—1
On pose X =x — 1. Si x tend vers 1 alors X tend vers 0. On obtient

, (z—1) . X?
lim = lim ———
z—itcos (r —1)—1 x—ocos X — 1
X2
- lm - -
froat! (1 —cosX)
= 1 —1 = -2
T o T T cosXx
X2
tan 3 tan 3 3 tan 3 1
&hma‘nx:limanxx_x:im?) an:t:‘x‘
z—0 sinx z—0 3z sing «—0 3x sin x
T

13



tan 3z I tan X B tan 3z 1

et comme lim = lim =1 (avec X =3x) alors lim X — =1
a—0 3x z—0 X a—0 3z sin
T
donc ton 3
an 3z
lim — =3
e—0 sinx

Limites et ordre

Propriété 28 .
Soit a et { deux réels et I = [a,+00] .
Soit f, u et v des fonctions numériques définies sur I.

( (Ve el), f(z)>u(w)
1. Si alors lim f(z) = 4o0.
lim w(x)=+o00 rteo
\ T—+o00
( (Vzel), f(z) <u()
2. Si alors lim f(z) = —o0.
lim u(z) =—00 pTee
\ T—+o00
(((Vrel), |f(z) =€ <ulw)
3. Si alors lim f(x) =¢.
lim u(z)=0 preo
\ T—+o0
([ (Vzel),u(z) < f(z) <o)
4. Si ¥ alors lim f(z) = (.
lim w(z)= lim =/ pteo
\ T—+o0 r—>+00

Remarque 29 .
Ces propriétés restent valables si on calcule la limite en —oo ou en a ou & droite en a ou
a gauche en a.

Exemple 30 .
1
Montrer que : (Vx € R), = < < 1, puis déduire les limites suivantes :
37 2—cosx
, x . x3 . T+coszw
lm —, lim — e lim ——
T—+002 — COS X z——002 — COST T—+002 — COS T
1 1
& Montrons que : (Vxr € R), - < —— < 1.
3 2—cosx
Soit ¢ € R.
1 1
—1<cosz<]l <<= —-1<—-coszr<] <<= 1<2—cosr<3 <— - <— <1
37 2—cosx

L <1

1
donc(VmER),g_m_

14



X

& Calculons lim

z—+002 — COS T

1 1 T T
Ona:-<— <1 et commexr — +o0 alorsx >0, donc - < ——— <=z
3 2—coszx 3 2 —cosx
et puisque

lim 3= 400 donc d’aprés la propriété 1 on déduit que

Tr——+00

. x
lim —— =400
r—+002 — COS T

33'3

& Calculons lim

r——002 — COS X

1 1
Ona:-<——— <1 et commex — —oo alors x < 0, donc x* < 0.
37 2—cosx
3 3 3
dot: 23 < ——— < — et puisque lim — = —oo donc d’apres la propriété 2 on
' 2—cosx — 3 z——00 3
déduit que
. z?
lim — = -0
z——002 — COS T
T +cosx

& Calculons lim :
r—+002 — COS T

Ona—-1<cosz <1, alors —1+xz<14cosx <1+x et comme r — +00 on peut
supposer que x > 1 donc

O<—-1+2z<1l+4+cosz<1+4+=x

1 1
or — <

< ——— <1 donc par produit membre & membre on obtient
3 2—cosx

—1
+x < T+ cosx

<l+=x
3 — 2—cosx —
. 14z
comme llI{rl = 400, donc
. X + cosx
lim —— =400
z—+002 — COS T
Exemple 31 .
1
Calculer : lim 22 sin (—) )
r—0 x
Soit x € R*.
1 1
Ona:—1<sin (—) <1, donc: —2? < 2%sin <—> < z%. Comme lim0x2 = limo—a:2 =
T T T—s T—

0 donc d’aprés la propriété 4, on déduit que

1
lim 22 sin (—) = 0.
z—0 x

15



FIN
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