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1 Généralité sur les suites numériques

1.1 Définition et Notation

Définition 1.1. Une suite numérique u est une fonction dont I’ensemble de définition
est N ou une de ses parties. a la variable entiére n, on associe le nombre u (n) appelé
terme de rang n de la suite u. On a donc u : n +— u (n). On note souvent u, le terme
de rang n ou le terme général de la suite u.

Notation :
— Lorsque la suite u est définie sur N, u se note (u,),cn 0u (U)o OU (Un).
— Lorsque la suite u est définie sur N*, u se note (u,)cy. ou (Un),>-

Exemple 1.1. :

— On a

u:N—R
n—2n+1

se note par (un)neN avec U, = 2n + 1 et son premier terme est vy = 1.

— On a
v:N*"—= R

2
n— 1+ —
n

se note par (vy,), cy-avec v, = 1+ — et son premier terme est v; = 3.
n



— On a
w:N\{0,1} - R
n—+ 2
n(n—1)
n+ 2
n(n—1)

nw—

se note par (wy,), s, avec w, = et son premier terme est wy = 2.

1.2 Définir une suite
1.2.1 De fagon explicite
Définition 1.2. Une suite (u,), .y est définie de facon explicite si le terme général w,,
s’exprime en fonction de n : (Vn € N) ju,, = f (n) avec f est une fonction numérique.
Exemple 1.2. :
Ug = 2x04+5=5
la suite définie par : (Vn € N) ,u,, = 2n+5.Onadonc u; =2x14+5=7
Uy =2%X245=9

— Soit (uy,)

neN

2 =2
— Soit (vp),cn-la suite définie par : (Vn € N¥), v, = —. On a donc {Ul )

1.2.2 Par récurrence

Définition 1.3. Lorsque le terme général u,, dépend du ou des terme(s) précédent(s),
on définit alors la suite par une relation de récurrence et par un ou plusieurs pre-
mier(s) terme(s).

La suite est dite récurrente a un terme si u,, ne dépend que du terme précédent

U

Uny1 = f (Un)
La suite est dite récurrente a deux termes si u, dépend des deux termes qui le

Ugp, U1

précedent

Unt2 = f (Un, Un+1)
Exemple 1.3. :
Uy = 2
définie par :

On donne la suite (uy),,cy

(Vn € N), upp1 = 3u, — 2



Déterminer uq, us, ug et uy.

—u1:3u0—2:3><2—2:4

fU2=3U1—2:3X4—2=10
w3 =3us—2=3x 10— 2 = 28
— Uy =3ug —2=3 X 28 —-2=82

Exemple 1.4. :
On donne la suite (vy,), oy définie par : vg =2, v = 1 et Vyqo = Vg1 + V.
Déterminer vo, v3 et vy.

7'02:7)14_7)0:2_{—1:3
71}3:@24_@1:3_’_1:4
— vy =v3+ v =4+3=7

1.3 Monotonie d’une suite

Définition 1.4. .
Soit (uy),c; une suite numérique (I C N).

— La suite (uy),,; est croissante si : V(n,p) € I, n > p = u, > u,
— La suite (uy,),,.; est décroissante si : V (n,p) € I*,n > p = u, < u,
— La suite (uy,),,.; est constante si : V (n,p) € I, u, = u,.

Proposition 1.1. .
Soit (uy), cyune suite numérique

— Si (Vn € N) upp1 — uy > 0, alors la suite (uy), oy est croissante.
— Si (Yn € N),upy1 — un <0, alors la suite (uy), oy est décroissante.
— 81 (up),cy €st soit croissante, soit décroissante, (uy), nest dite monotone.

Remarque 1.1. .

— Lorsqu’on a u,+1 — u, > 0, on dit que (u,) est strictement croissante.

— Lorsqu’on a u,+1 — u, < 0, on dit que (u,) est strictement décroissante.

— (uy,) est dite positive (respectivement négative) si u, > 0 pour tout n €
N(respectivement u,, < 0).

— On dit que (uy), oy est constante si : (Vn € N), up11 = .

on — 3
la suite numérique définie par : (Vn € N), u,, =

Exemple 1.5. Soit (uy,) = M7
n

neN



Soit n € N, on a

5(n+1)—3 5n—3
2(n+1)+7 2n+7
_on+5-3 Sn-—3

T M L2477 M7
_5n+2 n— 3

T m+9 2m+7
Gn+2)2n+7) —(5n —3)(2n +9)

(2n+9) (2n +7)
10n? 4 35n + 4n + 14 — (10n? + 45n — 6n — 27)
(2n+9)(2n+7)
10n? + 39n + 14 — (10712 +39n — 27)
(2n+9)(2n+7)
10n* + 39n + 14 — 10n® — 39n + 27

(2n+9)(2n+7)
41

(2n+9)(2n+7)

Up+1 — Up =

41
t >0d
et comine (2n + 9) (2n + 7) o1cC

(Vn € N), upiq1 —up, >0
c’est-a-dire la suite (u,), yest strictement croissante.

Remarque 1.2. Si (uy,), cnest strictement positive, alors (uy,),,c €st croissante (respec-
Up+1 Unp+1

tivement décroissante) si et seulement si > 1 (respectivement <1).
n n

23n

Exemple 1.6. Soit (vy,), .y la suite numérique définie par : (Vn € N) v, = -

Tous les termes de la suite sont strictement positifs.
Soit n € Nyon a
23(n—|—1)
Upn+1 m
Un, T 93n
32n
93n v 9 32n
T 33 o
2

—Z<1
3




v : : : o
donc (Vn € N), 21 < 1. Par suite la suite (vn),enest strictement décroissante.
Un
Proposition 1.2. Soit (uy,), .y une suite définie de maniére explicite sous la forme
up, = f(n), avec f une fonction définie sur |0, +oo].

1. Si la fonction f est croissante sur |0, +o00| , alors la suite (uy,), oy €st crois-
sante.

2. Si la fonction f est décroissante sur [0,4o00| , alors la suite (uy), . est dé-
croissante.

Démonstration. Pour tout entier naturel n, n < n+1. Or f est croissante sur |0, +-00].
Donc f(n) < f(n+1), soit u, < u,41 par suite la suite (uy), . est croissante.

(Méme démo pour f décroissante).
]

2 Suite arithmétique

2.1 Définition

Définition 2.1. Soit (u,),,cyine suite numérique.

La suite (uy),.yest arithmétique si et seulement si il existe un réel r tel que
pour tout n € N, u,,1 = u, + r , le nombre r s’appelle alors la raison de la suite
arithmétique (un),,cy -

kir br t+r br =
L - - u s T
{} . 3

N

Un

T,
1 i

ol A
FiGURE 2.1 -

Autrement dit : Une suite est arithmétique lorsque l'on passe d'un terme au
suivant en ajoutant le méme nombre 7.
2.2 Comment reconnaitre une suite arithmétique ?

Proposition 2.1. Une suite est arithmétique lorsque la différence entre deux termes
consécutifs est constante. On a alors :

(Vn e N) up1 —u, =7



Exemple 2.1. Montrer que la suite (uy,), . définie par : u,, = 2n+3 est arithmétique.
On calcule la différence entre deux termes consécutifs quelconques.
Soitn € Nyonau,1—u, =2(n+1)+3—(2n + 3) = 2n+2+3—2n—3 = 2, donc
(Vn € N), upq1 —u, = 2. Ceci signifie que la suite (u,),, oy est une suite arithmétique
de raison 2 et de premier terme ug = 3.

2.3 Expression du terme général en fonction de n
Proposition 2.2. Soit (uy), .y une suite arithmétique de raison r
— (Yn e N),u, =ug+nr
—V(n,p) e N} u, =u,+(n—p)r
Démonstration. Admis O

Exemple 2.2. Soit (u,) une suite arithmétique de raison r. On donne u;7 = 24 et
uygg = 70. Trouver la raison r et le premier terme wuy.

— On exprime uyg en fonction de uq7, on a alors :

46
U40:u17—|—(40—17)7“@70:24+237“¢>70—24:237“<:>7":%:2
— On peut alors trouver wuy :
Uy =u+17x2<2d=uy+34 < uy=24—-34=—-10

Exemple 2.3. Soit (u,), .y une suite arithmétique de premier terme uy = 3 et de
raison r = 5. Donner u,, en fonction de n.
On a (Vn € N), u, = ug + nr donc (Vn € N) ju,, = 3+ 5n.

2.4 Sens de variation d’une suite arithmétique

Proposition 2.3. Soit (uy), yune suite arithmétique de raison r € R.

— Sir >0, alors la suite (uy,), oy est strictement croissante.
— Sir <0, alors la suite (uy,),yest strictement décroissante.
— Sir =0, alors la suite (uy), oy est constante.

Démonstration. Si (uy,),cnest arithmétique de raison r, alors u,i1 = w, + r donc
r = Upi1 — Uy,. Or on a vu que le signe de u,; — u, donnait les variations de

(un),en d’ou le résultat.
[



2.5 Somme des premiers termes d’une suite arithmétique

2.5.1 Somme des entiers de 1 an

Proposition 2.4. Pour tout entier naturel n non nul, on a :

n(n+1)

1+2+...+n= 5

Démonstration. .
Soit S, =1+2+..+n.Ona:S,=1+2+..4+(n—1)+n que l'on peut
écrire en inversant 'ordre des termes :

Sp=n+n—-1)+..+2+1
Par somme de ces deux égalités terme a terme, on obtient :
25, =(n+1)+n+1)+(n+1)+...+(n+1)

et comme (n+1)+(n+1)+..+(n+1) =n(n+1) donc 25, = n(n+1) par

7

TV
ntermes

suite |
S — n (n;— )

Exemple 2.4. Calculer la somme suivant : S =1+ 2+ ... + 99 4+ 100.
On a

100 (100 4+ 1) 100 x 101

= 5050
2 2

S=14+24..4+499+ 100 =




2.5.2 Somme des n + 1 premiers termes

Soit (uy),, ey une suite arithmétique de raison 7 et de premier terme vug. Détermi-
nons la somme des n + 1 premiers termes (de ug a u,) de la suite.

S, =ug+uy+ ... +u,

= ug + (ug + 1) + (ug + 2r) + ... + (up + nr)
=uy+uy+...+tu+r(1+2+3+..4+n)

1

:uo(n+1)+r><@
()
—(n+1) (2u0+nr>

2
:(n+1) <U0—|—UQ—|—HT>

2

:(n—l—l) <U0‘|—Un>

2

donc S, =ug+ui + ... +u, = (n+1) (u0—|2—u,l>.

2.5.3 Somme des n — p+ 1 premiers termes

Soit (uy),cy une suite arithmétique de raison 7 et de premier terme u,. De facon
identique

Up +u
Sn:up+up+1—|—up+2—|—...—|—un:(n—p—|—1)( p2 n)

On retiendra : S;, =Nombre de termesx (Somme des termes extrémes / 2)

2.5.4 Conclusion

Proposition 2.5. Sur la somme des termes d’une suite arithmétique (uy), oy 0N re-
tiendra les résultats suivants :
n(n-+1

2. ug+uy + ... +u, = (n+1) ( ) ou plus généralement

Uy + U
3. Sn:up—l—up+1+up+2—|—...+un:(n_p‘|‘1)( s n)



Exemple 2.5. .
Calculer les sommes suivantes : S =1+34+54+...4+99, S =1+3+5+ ...+
(2n —1).

— Il s’agit de la des nombres impairs inférieurs a 100. Il y a 50 nombres impairs
inférieurs & 100 donc

1499

51:1+3+5+...+99:50><( ):502:2500

— Généralisons ce résultat. Il y a n nombres impairs inférieurs a 2n. Le premier
terme est 1 et le dernier (2n — 1) donc

1+2n -1
So=14+3+5+..+(2n—-1)=nx <+Tn>:nxn:n2

3 Suite géométrique

3.1 Définition

Définition 3.1. Soit (u,), .y une suite numérique. La suite (u,),,cy est géométrique si
et seulement si il existe un réel q tel que pour tout entier naturel n, u,.1 = q X u,,
le nombre ¢ s’appelle alors la raison de la suite géométrique (u,),, o -

* (f » * (f » (f * (f
T, R T g T Tk
L | e L3 =a s g
.:.:qh'

FIGURE 3.1 —

Autrement dit : Une suite est géométrique si et seulement si chaque terme s’obtient
en multipliant le précédent par un nombre réel g, toujours le méme.

3.2 Comment reconnaitre une suite géométrique ?

Proposition 3.1. Pour montrer qu’une suite (Un)neN est géométrique, on exprime,
pour tout entier naturel n, u, 1 en fonction de wu, en montrant qu’il existe un réel
q tel que upy1 = q X uy. La suite (uy), yest alors géométrique de raison ce réel.

Exemple 3.1. Soit (uy),yla suite définie par : u, = 3 x 2". Montrer que la suite
(Un), enest géométrique préciser sa raison et son premier terme.



Soit » € Njon a Uy = 3 x 2" =3 x2"x2=2x3x2" =2 x u, donc
(Vn € N), upq1 = 2 X uy,. Par suite la suite (u,), .yest géométrique de raison 2, son
premier terme est uy = 3.

3.3 Expression du terme général en fonction de n

Proposition 3.2. Soit (uy,), oy une suite géométrique de raison q (q # 0)
L. (VneN), u, =uy xq"
2.V (n,p) EN? u, = u, x ¢"7P

Démonstration. Admis
O

Exemple 3.2. Soit une suite (u,),,.y géométrique de raison ¢g. On donne :
us = 486
Trouver la raison g et le premier terme ug et w19 sachant que la raison est positive.

— On exprime u7 en fonction de us, on a alors :

q=3
4374
u7:u5><q7_5<:)4374:486><q2(:>q2:E@q2:9@ ou
q= -3
on obtient ¢ = 3 ou ¢ = —3 et comme la raison est positive, donc ¢ = 3.
— On peut alors trouver wuy :
5 Us 486
Us = uUp X ¢ Uo Uo 543

7
— Calculons uyg :
up = ¢ X uz
= ¢’ x uz
= 3% x 4374

= 27 x 4374
= 118098

10



3.4 Somme des premiers termes d’une suite géométrique

3.4.1 Somme des puissances successives d’un réel

Proposition 3.3. Soit ¢ un réel différent de 1. Alors pour tout entier naturel n, on a

1_qn+1
1+q+q2+q3+...+q”:Tq

Démonstration. .

Soit S =14+q+ ¢+ ¢+ ...+ ¢", alors
gxS=q+¢+¢@+ .. +q¢" +qg""

donc par différence de ces deux égalités, on obtient : S — ¢ x S = 1 — ¢"™! par suite
(1-¢)S=1-¢"" donc
1 — n+1
g_1-g
l—¢q

Remarque 3.1. Siq:lalors1—|—1—|—12—|—...—|—1”:(n—|—1) x1=n++1.

Exemple 3.3. Calculer pour tout entier naturel n la somme
S,=14+2+4224234+ . 427
Soit n € Njon a

S,=14+2+4+224234+ . 427
1_2n+1
1—-2
1_2n+1
—1
=2t ]

donc (Vn € N), S, = 2" — 1.

3.4.2 Somme des n + 1 premiers termes

Soit (up),cyune suite géométrique de raison g et de premier terme ug. Détermi-
nons la somme des n + 1 premiers termes de la suite.

11



Sn:u0+u1+u2—|—...—l—un
:u0+(q><u0)—|—<q2Xu0)+...+(q”xuo)

=u (l+q+¢+¢+...+¢")
_n+l

1_qn+1
donc ug + uy + us + ... + u, = ug X ]
—q

3.4.3 Somme des n —p+ 1 premiers termes

Soit (up),cyune suite géométrique de raison ¢ et de premier terme w,. De u, a
Up, il y a (n —p+ 1) termes, on a alors :

1_qn—p+1
Sn:up—l—up+1—i—...—|—un:up X Tq

3.4.4 Conclusion

Proposition 3.4. Sur la somme des termes d’une suite géométrique, on peut retenir
les résultats suivants :

1_qn+1
L1+qg+¢@+...+q¢"=
l—gq
1 — n+1
2. ug+up + ... +u, = ug X T ou plus généralement
1_qnfp+1
3. Up + Upi1 + e Uy = Uy X ————
l—q
Exemple 3.4. Calculer les sommes suiva5ntes 5 -
_ 1 2 10 _ %
S=14+2"4+2"4+...+2" et Sn—§+§+...+3—n (HEN)

— 1l s’agit de la somme des termes d’une suite géométrique (u,) de raison g = 2
de premier terme ug = 1 donc

S=14214224 4210
1 — 210+1
1—2
_9oll _ 4
— 2047

19



1
— 1 s’agit de la somme des termes d’une suite géométrique (v,,) de raison g = 3

de premier terme v; = 3 donc

S =242 42
"3 32 T g
1
gx T
1— =
3
1
) 3n
_gx g
3

5)
3
5)
2
5
donc (VnGN*),Sn:§<1—<

4 Limite d’une suite

2n +1
Exemple 4.1. Pour tout n de N*, on donne u,, = :

On construit le tableau de valeurs avec des terr?les de la suite de plus en plus
‘n |11 2] 3 | 4 [ 5 []10] 15 | 50 | 500 |
lu, [312,5]2,333[2,25]2,2]2,1[2,067]2,02]2,002 |

plus n devient grand, plus les termes de la suite semblent se rapproche de 2. On
dit que la suite (uy), o converge vers 2.

Notation : lz’T u, = 2. On lit : la limite de u,, lorsque n tend vers +oco est égale
n——+0oo
a 2.

Définition 4.1. .

grands :

— Une suite convergente possede des termes qui se rapprochent d’une valeur,
appelée limite, lorsque n devient de plus en plus grand.

— Une suite qui n’est pas convergente est divergente.

: : : 1
Exemple 4.2. Les suites définies pour tout entier naturel n non nul par : u, = —,
n
1 1 .
v, = poE Wy, = 3 et t, = % ont pour limite 0.

13



Convergence d’une suite géométrique

(uy,) est une suite géométrique de raison g. Comme ’expression du terme général
est de la forme : u, = ug X ¢", la convergence de la suite ne dépend que de la
convergence de ¢". On admettra le théoréme suivant :

Proposition 4.1. Soit ¢ un réel. On a les limites suivantes :

— Si—1<qg<1alors ltm ¢" =0

n—-+oo
— Siq=1 alors lim ¢" =1
n—-+00
— S1q > 1 alors lim ¢" = 400
n—-+00
— S1q < —1 alors lim q" n’existe pas.
n—-+00

FIN
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