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Introduction

La notion de produit scalaire est apparue pour les besoins de la physique. Le
concept relativement récent et a été introduit au milieu du XIXe siécle par le mathé-
maticien allemand Hermann Grassmann (1809 ; 1877) Il fut baptisé produit scalaire
par William Hamilton' (1805 ; 1865) en 1853.

1 Deéfinitions et propriétés
1.1 Définitions

Définition 1. Soit deux points A et B.
La norme du vecteur 1@, noté H@H, est la distance AB.

On introduit la définition du produit scalaire.

Définition 2. Soit 1@ et ﬁ deux vecteurs. On appelle produit scalaire de zﬁ par
1@, noté Eﬁ, le nombre réel défini par :

Aé.AC\' = HAé X H%ﬁ” X COS (B/A\C)
Exemple 1. On donne AB = 2, AC =5 et BAC = %md. Donc
2
E.z@:2x5><cos<%> _10x Y253

2
Proposition 1. ABAB = H/@HQ = AB?.

1. Sir William Rowan Hamilton est un mathématicien, physicien et astronome irlandais
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Soit @ et ¥ deux vecteurs non nuls du plan.

Définition 3. On appelle produit scalaire de deux vecteurs, non nuls U et U le réel
noté . tel que :

T = ||| x || 7| x cos (ﬁ)

Remarque 1. :

1. .0 se lit « Wscalaire U »
2. Si l'un des deux vecteurs et U est nul, alors U =0.

Proposition 2. On considére deux vecteurs colinéaires U et .

1. Si Wet U sont de méme sens alors : U. 0 = ||| x | 7|
2. Si Wet T sont de sens contraire alors : .70 = — ||| x |7 .

Démonstration. On considére deux vecteurs non nuls @ et ¥ et trois points A, B et

Ctelsque:7:ﬁ6t7=ﬁ. On a
0.0 = ||| x || 7] x cos (371\0)
]

~Si Wet ¥ sont de méme sens alors : BAC = Orad par suite cos (B/A\C) =1.
Ainsi

U = || x|

—Si Wet ¥ sont de sens contraire alors : B/A\C = 7rrad d’ou cos (B/A\C> = —1.
Ainsi

UV =~ x|V

Définition 4. (Projeté orthogonal)

On consideére trois points du plan A, B et C' et on appelle H le projeté orthogonal
du point C' sur la droite (AB).

On a alors :

ABAC = AB.AH
AB x AH S1 Aé et AI-} sont de meme sens

—AB x AH si AB et AH sont de sens contraire
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Démonstration. On a 1@1@ = AB x AC X cos (B/A\C)
-Si fﬁ et ﬁ sont de méme sens, c¢’est-a-dire 0 < B/A\C < T
2
D’une part 1@1@ = ABxAH.
— AH
D’autre part dans le triangle AC'H rectangle en H on a cos (HAC’) =1C donc
AH = AC x cos (HAC) . Or HAC = BAC
Ainsi L . .
AB.AC = AB x AH = AB x AH
—Si @ et ﬁ sont de sens contraire, c’est-a-dire il < BAC <7
2
D’une part zﬁzﬁ = —AB x AH.
— AH
D’autre part, dans le triangle ACH rectangle en H on a cos (HAC) = ac

donc AH = AC X cos (H/A\C) .Or B/A\C =7 — H/A\C

Ainsi
AB.AC = AB x AC x cos (= - AAC)
— AB x AC % (—cos (H?TC))
= —AB x AC x cos (H/A\C)/

—AH
=—-AB x AH

— AB x AH

-Si BAC = g Les points A et H sont confondus donc ﬁ = 6> par suite



Bzﬁ = 0 donc

f@ﬁ = AB x AC X cos (H/A\C)
= AB x AC' x 0

)
— AB.AH

Exemple 2. On considére un rectangle ABC'D tel que AB =5 et BC' =2

D C

FIGURE 2 — A I3

Le point B est le projeté orthogonal du point C' sur la droite (AB) . Donc

ABAC = AB x AB = ABx AB =5 x 5 = 25

1.2 Propriétés
Proposition 3. On considére deux vecteurs UetV. Onad.V="1.1.

Démonstration. On considére deux vecteurs non nuls @ et ¥ et trois points A, B et

Ctelsque:ﬁzﬁet7=ﬁ. Donc

T = 2| % | 7| x cos (374\0)
= f@ X /@ X €oS (B/A\C>
= zﬁ X 1@ X COS (C’/ATB)

= 1@ X 1@ xoas(C/ATB)
=V




Proposition 4. .
U (V+W) =0T +d. U (k)= kW

Démonstration. Admis

Identités remarquables

1L (U +77) = U?*+2U. 7 + U2 également noter :
I+ = 2| + 2.7 + || F).

0. (W -0, =U2—20.V + V?

3. (0 — ) (U +7) =

Exemple 3. Soit @ et ¥ deux vecteurs de normes respectives 2 et 3 et tels que :

U =1.
Calculer
1L (d+7)(d —7)
2. U (U +70)
3. =20 (3U — 7).

— (@+ (A=) === U - [V =22 -3 =5
et
WA+ =+ WV =W+ AT =22+1=5
et
— 2V BU-V)=—6V. T +202=—6U.V+2|V|=-6+2x32=12

Produit scalaire par la norme

Proposition 5. On considére deux vecteurs U et W

LRT =5 (I TP - 1P - 7
2 77 = (P + 170 - 12 - 71°)
s 7.7 =1 (17 + 20 17 - 7).

Démonstration. .
-On a:
17+ 7)) =(d+7)(d+7)
=W+ AT+ T A+
=X +7. 7+ 27+ |7)
= 7| +2%. T + || 7|



par suite UV =
—On a

(12 + 2= 1207 = 1711).

N | —

|7 -7 =W -7) (7 -7)
Sy C iy ey Ay gy G Ry ¢
7P -V -V +]|7|
= 7| - 2%V + |7

par suite 7.7 = ¢ (I[2)° + |71 |17 — 7).

—~On a d’aprés les preuves précédentes :

12+ P =2 =P = )+ 207 + [T = (121 - 22 + | 7))
— 4.

par suite 7.7 = (W L — 7“2) .

B | =

Corollaire 1. On considére un triangle ABC. On a alors :

AB.AC = % (AB® + AC? — BC?)

Démonstration. On a :

ﬁ.ﬁ:%<@2+ ac| - E-ﬁ)f)
:%<ﬁ2+ acl - ﬁ+(71”2>
:%<ﬁ2+ acl[ - CT%HQ)
:%(ABMACZ—B(J?)
donc @.R*:%(ABMACLBC?).



Exemple 4. On considére un triangle ABC tel que AB =5, AC =6 et BC = 8.
1
AB.AC =5 (AB? + AC* — BC?)
1
25(524‘62—82)
_ 3
2
2 Produit scalaire et orthogonalité

Définition 5. Deux vecteurs B et @ sont dits orthogonaux si, et seulement si, les
droites (AB) et (C'D) sont perpendiculaires.

. - R
Remarque 2. Par convention, le vecteur 0 est orthogonal & tous les vecteurs du plan.

Proposition 6. On considére deux vecteurs U et V.
Les vecteurs W et o sont orthogonauz si et seulement si UV =0.

Démonstration. :

—Si1 'un des vecteurs est nul, la démonstration est évidente.

—Supposons le contraire. (c¢’est-a-dire W et ¥ sont tous les deux différents du
vecteur nul)

WV =0 ||| x| V|| xcos (ﬂ) — 0 & cos (ﬂ) 0o (W) — g 7]

]

Exemple 5. On considére un carré ABCD et les points E et F' milieux respectifs
des segments [AB] et [BC]. On veut montrer que les droites (BD) et (EF) sont
perpendiculaires.

Q

A /E
FIGURE 3 —



\ 1 \ \ 1 \
OnaEB:§ABetBF’:§BC'.
ABCD est carré donc 1@ et B? sont orthogonaux et par suite 1@ B? =0 et
AB.AD = 0. De plus AD — BC' et AB = BC.

Donc

%Bﬁ.Aé n %Bﬁl.Bé + %Aﬁ.Aé + %E.ﬁ
_ _%@.ﬁ LO0+0+ %@.ﬁ

1 1
= ——AB? + —BC*
2 ToBC

—1 1
— ——AB?> 1+ ZAB?
2 + 2

=0

par suite BD.EF = 0, donc les droites (BD) et (EF) sont perpendiculaires.

3 Produit scalaire dans un repére orthonormé

Dans cette partie le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, ] )

Définition analytique du produit scalaire.

Proposition 7. On considere deux vecteurs U (z,y) et ¥ («',y). On alors

7.7:33.37'—1—7.?'
Y.y

Démonstration. Ona € =x 1 +yJ et ¥ =2’ ¢ +y j. Le repére est orthonormé



donc ?7 =0, H?H =1et H?H = 1. Par suite :

U = <x7> + y?) <x ? + y’?)

=a.a' 0. +:Uy'z J +ya:j TR

Exemple 6. On considere les vecteurs @ (2,5) et ¥ (3, —4). Donc
UV =2x34+5x(—4)=6-20=—14

Calculer un produit scalaire a 1’aide des coordonnées

Exemple 7. On considére quatre points A < % ) , B ( g ), C ( i ) et D < _52 > :

Démontrer que les droites (AB) et (C'D) sont perpendiculaires.
— Calculons les coordonnées des vecteurs 1@ et @ On a

wB(52) wep( )
o 78 () 3B ( 1)

— Calculons le produit scalaire des deux vecteurs.
ABCD =3 x 442 % (—6) =12 — 12 = 0
Le produit scalaire est nul donc les vecteurs jﬁ et @ sont orthogonaux,
c’est-a-dire les droites (AB) et (C'D) sont perpendiculaires.
Proposition 8. On considére un vecteur U (z,y). On a alors ||| = /22 + ¢2.

Démonstration. On a ||7H2 = WU =2° + y2. Donc H7|| = %+ 2

Exemple 8. On consideére le vecteur  (2,5). On a alors :

17| = V22 + 52
—VI+25
_ 99,



Proposition 9. On considére deux vecteurs U (z,y) et U (z',y).
U et U sont orthogonauz si et seulement si z.2' +y.y' = 0.

Démonstration. .

Wet U sont orthogonaux < @. 7 =0 < z.2/ +y.y = 0.

4 Applications du produit scalaire

4.1 Théoréme d’AL-KASHI

Le théoreme d’AL-KASHI a pour but de déterminer une relation entre les trois
longueurs d’un triangle, il s’agit de la généralisation du théoréme de Pythagore.

Théoréme 1. On considere un triangle ABC

)

— BC?*=AB?+ AC? -2 x AB x AC x cos | BAC

)

)

— AC? = AB?+ BC? -2 x AB x BC X cos

(p4c)
— AB?=BC? 4+ AC? — 2 x BC x AC X cos (ACB)
(ABC).

A

FIGURE 4 —

Remarque 3. Avec les notations de la figure, on écrit souvent les formules ainsi :

a’> = b + & — 2bccos <121)

)

2 =a®>+ b — 2abcos (é)

b = a® + & — 2accos

10



Démonstration. On ne prouvera que la formule :

BC? = AB%+ AC? — 2 x AB x AC x cos (B/A\C) .

BC? = BC?
— (Eﬁ + 1@)2
— (Bﬁ + Aé) (Bfi + AO\)
— BA’+ BA.AC + AC.BA + AC
— AB? — 2AB.AC + AC?
— AB? £ AC? — 2 x AB x AC X cos (B/A\C)

-

~ T
Remarque 4. Si A = 5 on retrouve le théoréme de Pythagore a? = b% + 2.

Exemple 9. On considére un triangle ABC tel que : AB =4, AC' =6 et BAC = g

D’aprés le théoreme d’AL-KASHI, on a
BC? = AB® + AC* — 2 x AB x AC x cos (BAC)
= 4462 =2 x4 x 6 x cos (5
=16 + 36 — 48 X %
=28
donc BC' = /28 ~ 5,3
Appliquer le théoreme d’AL-KASHI pour calculer un angle.

Exemple 10. On considere la figure ci-dessous. Calculer la mesure de 'angle BAC
au degré pres.

11



FIGURE 5 -

AB=6,AC =5et BC = 4.
D’apres le théoréeme d’AL-KASHI, on a :

BCO? = AB% + AC? — 2 x AB x AC x cos (B/A\C)
AB? + AC? — BC?

& cos (B/A?C)

( B/A\C> 6 i§2A—B4;< A
o8 T T2X6x5

& cos (B/A\C) = %

& cos (B/A\C’> = Z

donc B/A\C = 41°.

4.2 Ensemble de points

Théoréme 2. Soient deux points A et B et leur milieu I, pour tout point M on a la
relation

— 1
MAME = MI? - 1AB°
Démonstration. Le point I est le milieu du segment [AB] donc TB = T4 et TA =

AB
L)

19



WANTE - (371 + TA) . (37} + 78)
_ M+ MIIB+TAMI+TAIB
_ MI? + MI. (—171) + TAMI +TA. (—171)

M2 MITA+TAMI — TA2

= MI* - IA®
2
— MJ? — (A_B>
2
2 1 2
= MI" - 2AB

— 1
donc MA.M§ — MI? — ZABQ.
Il

Exemple 11. On considére deux points A et B tels que : AB = 4. On veut déterminer
I’ensemble des points M tel que MA.MB = 3.

1
m.m:S@Mﬂ—ZAB?:S

1
o MIP—-x4>=3

4
o MI?P—4=3
& MIPP=7
e MI =7

L’ensemble des points cherché est donc le cercle de centre I, milieu du segment
[AB] et de rayon /7.

Proposition 10. On considére deuz points A et B,
L’ensemble des points M du plan vérifiant MA.Mg = 0 est le cercle de diametre
[AB].

Démonstration. On appelle I le milieu du segment [AB]. Ainsi AB = 2A1.

13



D’aprés le théoreme précédent on a :

1
m.m:O@MIZ—ZABQ:O

@MP:A—BQ
& MIP = (2417
4
2
@MI2:4><ATI
o MI? = AP
= MI = Al

L’ensemble des points M est donc le cercle de centre I et de rayon [I A] ¢’est-a-dire

le cercle de diameétre [AB].
[l

Proposition 11. On considére deux points A et B et un point M distinct de A et B.
Le point M appartient au cercle de diamétre [AB] si, et seulement si le triangle

ABM est rectangle en M.

Démonstration. Le point M est dis_tir)mt des points A et B.
ABM est rectangle en M< M A.J\ﬁ = (0 < M appartient au cercle de diamétre
[AB].
O

FIN
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