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1 Vocabulaire sur les fonctions

1.1 Deéfinition générale d’une fonction

Définition 1. On appelle fonction f la donnée d’un ensemble F, d’'un ensemble F' et
d’un procédé qui permet d’associer a un élément x de E au plus un élément y = f (x)
de F'. Cet élément gy, quand il existe, est I'image de x, et x est appelé un antécédent
de y. On appelle E 'ensemble de départ de f, F' I’ensemble d’arrivée de f.

Remarque 1. Il faut faire la différence entre la fonction f qui représente une relation
et f(x) qui représente 'image de x par f qui est un élément.

1.2 L’ensemble de définition d’une fonction

Définition 2. Soit f la fonction numérique de la variable réelle x.

L’ensemble de définition de la fonction f est I’ensemble des nombres réels x qui
possédent une image par cette fonction. L’ensemble de définition de la fonction f est
noté : Dy tel que

Dy ={r € R/f(z) €R)

Exemple 1. Déterminons I’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

2 244 1
f@) =27 T =VaTT L fa) = @)= s

1.OnaDf={reR/z—-1#0}={r e R/x#1} =]—o00,1[U]1, +o0.
2.0naDy={r eR/z—-1>0}={r eR/z > 1} =[1,+o0|.




3. On a
Dy={zeR/z*>-1+#0}
={zeR/(x—1)(x+1)#0}
={zeR/z—1#0et z+1#0}
={zeR/z#1let v#-1}
:]—OO,—l[U]—l,l[U]l,—l—OO[
4. 0Ona Dy = {x ER/22%> + 2 — 3 # O}, comme le discriminant de I’équation

202+ x —3 =0 est A = 25 donc les deux solutions de 'équation sont : _7 et

Df:R\{%S,l}.

Remargue 2. Une fonction polyndéme est définie sur R.

1, par suite

1.3 Graphe d’une fonction

Définition 3. La courbe représentative d’une fonction f dans un repére (O, '

est 'ensemble des points M (x,y) ou x parcourt le domaine de définition Dy de f,
elle est souvent notée (Cy) .
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Remarque 3. La définition signifie : M (z,y) € (Cf) <



1.4 Egalité de deux fonctions

Définition 4. Deux fonctions f et g sont dites égales si :

1. Elles sont le méme ensemble de définition D.

2. Vx e D), f(x)=g(x).

Exemple 2. :
1. On considére la fonction f définie par : f(z) = 2 — Y et la fonction g
x J—
— 14
définie par : g (z) = a = On a

Dj =D, =R\{7}.

Pour tout = € R\ {7}, on a
T

fay=2- 2
2@ -7 =

x—7 x—7
20— 14 — x

- x—7
_:c—14

z—17
=g ()

donc les fonctions f et g sont égales.

2
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2. On considére la fonction f définie par : f (z) = u 1 et la fonction g définie

x

par : g(z) = x — 1. On a D, = R (car g est une fonction polynome) et
Dy =R\{—-1}. Ainsi
Dy # D,

donc f # g.

2 Variation d’une fonction

Dans cette partie on considére une fonction f définie sur un intervalle I ainsi
qu’'un repere (O, 7, j

Définition 5. :



1. La fonction f est dite croissante sur l'intervalle I si, pour tous réels a et b de
Vintervalle I tels que a < bon a f(a) < f(b).
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2. La fonction f est dite décroissante sur l'intervalle I si, pour tous réels a et b
de l'intervalle I tels que a < bon a f(a) > f(b).

— — - fla)

|
|

|

|

|

|

|

U

| |
| J |
|

|

L

¢ 0 b

FIGURE 3 -

3. La fonction f est dite constante sur l'intervalle I si, pour tous réels a et b de
Iintervalle I on a f (a) = f (b).
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Remarque 4. On parle souvent de fonction strictement croissante (respectivement
strictement décroissante) sur un intervalle /. Cela signifie que pour tous réels a

et b de I tels que a < bon a f(a) < f(b) (respectivement f (a) > f(b)). On
interdit donc que la fonction soit constante sur une partie de l'intervalle.




On synthétise les différentes variations d’une fonction sur son ensemble de définition
a ’aide d’un tableau de variations.

xr | —00 1 —+00
—4

17 N

Ce tableau nous fournit plusieurs informations :
Exemple 3. — L’ensemble de définition de f est Dy = ]—o00,4+00] = R.
— La fonction f est strictement croissante sur |—oo, 1]
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— La fonction f est strictement décroissante sur |1, 4+00]

— f(1)=-4

Par convention, on symbolisera la croissance d'une fonction sur un intervalle par une
fleche “montante” et la décroissance par une fléche “descendante”. Dans la mesure
du possible, on indique également les images des bornes des différents intervalles sur
lesquels la fonction f change de variations.

Définition 6. On dit qu’une fonction f est strictement monotone sur un intervalle [
si elle soit strictement croissante soit strictement décroissante sur 'intervalle 1.

Remarque 5. Pour montrer la monotonie d'une fonction sur I, on prendra deux réels
a,b € I tel que a < b et Pon étudiera le signe de f (a) — f (). Si le signe est positif
la fonction est décroissante, si le signe est négatif la fonction est croissante.

1
Exemple 4. Soit f la fonction définie sur R\{—1} par : f (z) = 1
T
Etudier la monotonie de la fonction f sur les intervalles ]—1, +oo[ et ]—oo, —1].

— Soit a et b deux éléments de |—1, +o0[ tels que : a < b. On a

_b+1—(a+1)
~(a+1)(b+1)
b+ 1—-a-1
C(a+1)(b+1)
b—a

C(a+1D)(b+1)



a+1>0
ona:a > —1etb> —1 alors donc (a+1)(b+1)>0 et

b+1>0
b—a

(a+1)(b+1)

f(b) >0, d’ou la fonction f est strictement décroissante sur |—1, 4+00.
— Soit a et b deux éléments de |—oo, —1] tels que : a < b. On a

b—a

> 0 c’est-a-dire f (a) —

comme a < b donc b — a > 0, par suite

_ £ (D) =
Ha) =10 = e
a+1<0
ona:a< —letb< —1 alors donc (a+1)(b+1) >0 et
b+1<0

b—a

(a+1)(b+1)

f(b) >0, d’ou la fonction f est strictement décroissante sur |—oo, —1].

> 0 c’est-a-dire f (a) —

comme a < b donc b — a > 0, par suite

3 Extremum d’une fonction

Définition 7. On dit que la fonction f admet un extremum sur l'intervalle I, si elle
posséde un minimum ou un maximum sur cet intervalle.

Définition 8. :

1. On dit que la fonction f admet un maximum sur 'intervalle I en a si pour
tout réel x de I, on a f () < f(a).
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2. On dit que la fonction f admet un minimum sur I'intervalle I en a si pour tout
réel z de I, on a f(x) > f(a).
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4 Fonctions de référence

Dans ce paragraphe, les propositions ont été formulées sans justification.

4.1 Fonction affine
Proposition 1. Une fonction affine f est définie sur R par : f (x) = ax + b.

1. St a > 0 alors la fonction f est strictement croissante sur R.
2. Sia =0 alors la fonction f est constante sur R.

3. St a <0 alors la fonction f est strictement décroissante sur R.

4.2 Fonction carré

Proposition 2. La fonction carré x — x? est strictement décroissante sur |—oo, 0] et
strictement croissante sur [0, +oo].

xr | —00 0 —+00
+o¢ +0o0

f \ /
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4.3 Fonction inverse

L 1 : .
Proposition 3. La fonction inverse x — — est strictement décroissante sur |—oo, 0]

T
et sur |0, 4o00.
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4.4 Fonction racine carrée

Proposition 4. La fonction racine carrée x +— +/x est strictement croissante sur
|0, 4+-o00].

+0o0
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4.5 Fonction cube

Proposition 5. La fonction cube x — x* est strictement croissante sur R.
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4.6 Fonction valeur absolue

4.6.1 Définition
Définition 9. La valeur absolue d’un réel z, est le nombre noté |z| tel que :
x st x>0
|z =
-z st <0
Exemple 5. On a |—5| =5 et |21] = 21.
Proposition 6. La fonction valeur absolue posséde les propriétés suivantes :

1. |x — a| représente la distance de x au nombre a.

2. On a : (Vo € R), Va2 = |z|.

3. Deux nombres opposés ont méme valeur absolue : (Vx € R),|—x| = |z|.On
dit que la fonction valeur absolue est paire.

e

xl=lyler=y our=-—y.

ot

N+ yl < x| + |y| (L’inégalité triangulaire).

6. On peut exprimer un intervalle a ’'aide d’une valeur absolue, avec r >0 :
z—al<rexela—ra+r|

Exemple 6. Résolvons dans R I'équation suivante : |2z — 2] = |3 — x| .

On a

2r —2=3—=x
120 =2[=|3—z| & ( ou
20 —2=—(3—1x)

(20 + 2 =243
< { ou
(20 —2=-3+7
(32 =5
< { ou
rT=—-3+2

\




o}
donc S =4 —1,->».
wes - {10)

4.6.2 Variation

La fonction valeur absolue est une fonction affine définie par morceaux. Sa repré-
sentation est alors deux demi-droite.

— Sixz >0, |x| = x alors la fonction est strictement croissante sur [0, +o0].

— Siz <0, |x| = —z alors la fonction est strictement décroissante sur |—oo, 0].

5 Fonctions paires et impaires
Définition 10. On considére une fonction f définie sur un ensemble .

—x el

1. On dit que la fonction f est paire si, pour tout « € I, on a
f(=z) =7 ()
—r el

2. On dit que la fonction f est impaire si, pour tout « € I, on a
f(=z) =—f ()

Proposition 7. :

1. Si une fonction est paire alors l'aze des ordonnées est un axe de symétrie pour
sa représentation graphique.

2. S1 une fonction est impaire alors ['origine du repére est un centre de symétrie
pour sa représentation graphique.

Démonstration. Admis
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