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1 La fonction exponentielle

1.1 Définition et théorémes

Théoréme 1. [ existe une unique fonction [ dérivable sur R telle que : f' = [ et
o) =1

Démonstration. L’existence de cette fonction est admise.
Montrons que cette fonction ne s’annule pas sur R et qu’elle est unique.
—La fonction exponentielle ne s’annule pas sur R

Soit ¢ la fonction définie sur R par : ¢ (z) = f (x) f (—x).
Comme f est dérivable sur R, la fonction ¢ est dérivable sur R par produit :

o' () = [ () x [ (=) = f(z) x [' (—x)

(
fla) x f(=x) = f(z) x f(-z)

f

f/

0

et comme ¢’ = 0 alors la fonction ¢ est constante. Donc
(Vz €R),p(z) = ¢(0) = f*(0) =1

On en déduit alors f (z) x f' (—x) = 1, donc la fonction f ne s’annule pas
sur R.

— Unicité de la fonction exponentielle




On suppose que deux fonctions f et g vérifient les conditions :

f=r 5)=1

On pose h = i définie sur R car ¢ ne s’annule pas. La fonction h est

dérivable sur R par quotient de fonctions dérivables :

B (i) :f’xg—gfxg’:fxg;fxgzo
9 9 )
La fonction h est donc constante et h () = % = 1. Donc
vaem), L8 16 f @) =g

g(x)
On en déduit que f = g. L’unicité de f est donc vérifiée.

Définition 1. On appelle fonction exponentielle I'unique fonction dérivable sur R telle
que f' = f et f(0) = 1. Cette fonction est appelée fonction exponentielle et on la
note : exp.

Corollaire 1. exp (0) = 1.

2 Etude de la fonction exponentielle

2.1 Dérivabilité
Proposition 1. La fonction exponentielle est continue et dérivable sur R et
(exp (x)) = exp (z).

Démonstration. Conséquence immédiate de sa définition.

2.2 Variations
Proposition 2. La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

Démonstration. On a démontré dans le paragraphe 1 que la fonction exponentielle ne
s’annule jamais. Or, par définition exp (0) = 1 donc pour tout = € R, exp(x) > 0.

Comme (exp (x))" = exp (x), la fonction exponentielle est strictement croissante.
[



Proposition 3. Pour tout réels a et b, on a :
lLef=e e a=0b
2. e < el s a<h
3.a<0&0<e’ <1

Démonstration. Admis

Exemple 1. .
1. Résolvons dans R D'équation : €213 = ¢
27 = 2 4 3=Tr & 20> — Tz +3=0
et comme A = 49 — 25 = 24 > 0 I'équation 222 — 7z + 3 = 0 admet deux
7+5 75 1

solutions réelles distinctes 11 = —— = 3 et 29 = 4 —3 donc

2. Résolvons dans R I'inéquation e3* < e*+6
<M e3r<r+6e3lr-r<6e2r<6s1<3
donc S =] — o0, 3].

2.3 Limites en 'infini

Proposition 4. lim exp (z) =0 et lim exp(x) = +00.
r——00 T—=+00

Propriété démontrée au paragraphe III

2.4 Courbe représentative

On dresse le tableau de variations de la fonction exponentielle :

Lo | 0 +oo

(expx) +

cxpr . /

+00
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(Cexp)
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3 Propriété de la fonction exponentielle

3.1 Relation fonctionnelle

Théoréme 2. Pour tous réels x et y, on a : exp(x + y) = exp(x) X exp (y).

Remarque 1. La fonction exponentielle est donc une fonction transformant une somme
en un produit.

exp (r +vy)

avec y € R.
exp (z)

Démonstration. Comme exp (z) # 0, on pose f (x) =

Pour tout € R, on a

_exp (x +y) x exp(x) — exp(x +y) X exp ()

- = 0.
(exp (z))

f'(z)

Donc la fonction f est constante. Comme f (0) = czp () = exp(y), on en déduit

ezp (0)




e eap (z +y) = exp (y) c’est-a-dire exp (r + y) = exp (x) X exp (y).

exp ()
O
Corollaire 2. Pour tous réels x et y, on a :
1
1. —7) =
exp (—x) c2p (@)
2. exp(rx —y) = cxp (v)
exp (y
3. exp (nx) = (exp (x))" avec n € N,
Démonstration. . |
- X —T) = —x) = 0)=1,d —x) =
exp () X exp (—x) = exp (x — x) = exp (0) = 1, donc exp (—x) p—
~On a
exp (¢ —y) = exp (z + (—y))
= exp (x) x exp (—y)
1
= exp (x) X
@) exp (y)
_ exp(z)
exp (y)
—Raisonnement de proche en proche a I’aide de la relation fonctionnelle.
O

3.2 Le nombre e

Définition 2. L'image de 1 par la fonction exponentielle est notée e. On a ainsi
exp (1) =e.

Remarque 2. Avec la calculatrice, on peut obtenir une valeur approchée de e. 2, 718281828
Notation Nouvelle : exp (x) = exp (x x 1) = (exp (1)) = ¢e*
On note (Vo € R) ,exp (x) = e”.

Proposition 5. Pour tous réels x et y on a :

Le"=1letel =e
2. e* > 0et (") =e”
e’ 1

3. e =et xeV eV =— e =—et (") = (e")" (nEN).
ey e’
4. lim e* =400 et lim e* =0.
T——+00 T——0Q0



Démonstration. Démontrons la propriété géme.
Démontrons d’abord le résultat suivant : (Vo € R) | e* > x.

Pour tout réel =, on pose
flz)=e" =
La fonction f est dérivable sur R. On a (Vo € R), f' () = " — 1.
Onaf'(z) =0 —1=08c'=1lse=r=0
et x>0 >l >l -1>0s f/(z) >0

De méme on a z < 0 & f/'(x) < 0.
Donc

r |—o0 0 +o0
f@] = )+
; \ /
1

FIGURE 3 -

Alors pour tout réel x on a f (x) > 1 par suite f (z) > 0 c’est-a-dire
(Vx € R),e” > x.

Et comme [im z = +o00, d’apres le théoréme de comparaison des limites, on en

T——+00
déduit que lim e* = 4o0.
T——+00
Démontrons que : ltm e* = 0.
T——00
1

OH ael = 6_(_w) = P

On pose X = —z (v - —o0 = X — +00) donc

. . 1 . 1
lim e* = lim = lim —
T——00 r——oc0e ¥ X—>—|—oo€X

. . 1 ) .
et comme lim e~ = 400 alors lim —~ = 0 c’est-a-dire lvm e* = 0.
X—+400 X—+o0e IT——00

Exemple 2. Simplifier I’écriture des nombres suivants :

A:MB: 1 4 (")
) (6_3)2 62 X 6—6'




4 Limites et croissances comparées

Proposition 6. .

X T
. € . .
1. lim — = 400 et pour tout entier naturel n, lim — = 400
T—+00 I r—r+oo "
2. lim xe® =0 et pour tout entier naturel n, lim x"e* = 0.
T——00 T—r—00
Démonstration. .

~On a (Vz € R),e* > z. En particulier, pour tout = € ]0, +o00[, (¢*)* > z2 donc

2x
(Y €10, +00[), % > .

b

Posons X = 2z donc (VX € ]0, +o0]), ~
X

. e
Comme lim — = +o0 alors lim — = 4+00.
X—+00 X —+o00

e X
R

6.73

Dans le cas général, montrons que : ltm — = +o0

r—+oo ™
e’ en ) 1 en
On a — = — = — X T

x" x n

n

n



On pose X =  alors (x = 400 = X — +00) donc
n

lim

1 en v
Il en résulte que lim — X — = 400 par suite lim — = +o0.
T—+00MN z—+oo ™
n
— Posons X = —ux alors
e’ = (—X)" xe
Xn
= (—1)" x —
(1) x
1
= (=1)" x e
xn
et comme lim x"e” = lim (—1)" X 1 0. ( lim é = +00
T——00 X —+00 eX "\ X400 X
Xn
et —1
Proposition 7. lim =1

x—0 €x

6X

en

— = lim — =400
T—+00 f X—+400 X

n

Démonstration. 11 s’agit de la définition du nombre dérivé de la fonction exponentielle

en 0.

Exemple 3. Calculer les limites suivantes :

. _ . _1 .
lim (:L‘-|—6 49”) . lim el"r et lim
T—+00 T——00

— Ona lim x+e ¥ =

el +x

z—tooet — p2

]

1
lim x+—.0na lim e* = 400 alors lim e* = +o00

x—+00 Tx——+00 ez T——+00 x—+00
: 1 : : .
donc lim —— = 0 et comme lim x = +o00 par suite lim &+ — = +00.
T—+o0 e*r T—+00 T—+00 el
D’ou

lim (x + 6*4“7) = 400

T—+00

. 1
= 1donc lim el ==
T——00

— Ona lim1-—

T—r—00

SR

= €.

1



X a
o er (14 2) 1+

— On a lim 5 = ltm 62 = lim 62 et comme
r—+ooe?r — T—400 x T—400 x
et 1 —— 1 ——
et et
2
. X . X
ltm — = lim — =0
r—+oo et r—+o00e?
T
1+ —
alors lim 62 = 1 c’est-a-dire
r—r+00 T
-
] el +x
lim = 1.

z—+ooel — g2

5 Fonctions de la forme e“

Proposition 8. Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.
La fonction x +— €% est dérivable sur I. Sa dérivée est la fonction x +—
u' (x) e

Démonstration. Admis.
O

Exemple 4. Soient f et ¢ définies sur R par : f(2) = e 1 et g(x) = e . Les
fonctions f et g sont dérivables sur R : ' (z) = 2e2* ! et ¢/ (x) = —2ze ™"

Proposition 9. Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. Les fonctions x +—
w(x) et x> e“®) ont le méme sens de variation.

. . / / A .
Démonstration. On a (e") = u’ x ", et comme e* > 0, u’ et (e") sont de méme signe.
[l

1
Exemple 5. La fonction z — — est décroissante sur |—oo, 0] et sur |0, +o00[ donc la
T

fonction x — ex est également décroissante sur |—oo, 0] et sur ]0, +o0l.

Etudier une fonction

—Z

Exemple 6. Soit f la fonction définie sur R par : f (z) = ze™? .

1. Calculer lim f(z) et lim f(x).
T——00

T—>+00

2. Calculer la dérivée de la fonction f.



3. Dresser le tableau de variation de la fonction f.

4. Tracer la courbe représentative de la fonction f.

— On a lim — = 400 alors lim e* = +o0 et comme lim ¥ = —oo donc
r——00 2 X—+oo T——00
. —z . .
litm xe2 = —oo c’est-a-dire
Tr——00
lim f(x) = —o00
T——00
On a
lim f(x)= limxxe?
T— 400 T—+00
. i —z
= lim 2 X = Xxe2
T—+00 2
x
= lim 2 x 2
r—+00 e2
. X . 5 o
et comme [lim — = +ooalors lim —~ = 0 donc ltm 2x =% = 0 c’est-a-dire
x—~40092 X—4toc0€ =400 ez
lim f(x)=0.

T—+00

— La fonction f est dérivable sur R, pour tout x € R on a

)= (%)

2

et comme (Vz € R),e? > 0 alors le signe de f/ (z) est celui de (1 — g) sur

R. i X
l——=0e-=11x=2
2 2 o

et comme a = _7 < 0 donc on déduit le tableau de variation de f :

+o0

~

—

S

S—

_I_
DO DO

|

FIGURE 4 —

10



FIGURE 5 —

FIN

11




