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1 Limite en zéro d’une fonction

1.1 L’étude d’un exemple
1. Soit la fonction f définie sur |—oo, 0[ U ]0, +00[ par :

(z+1)°—1
i

f ) =

L’image de 0 par la fonction f n’existe pas. On s’intéresse cependant aux
valeurs de f (x) lorsque x se rapproche de 0.
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FIGURE 1 —

On constate que f (x) se rapproche de 2 lorsque z se rapproche de 0. On dit

que la limite de f lorsque x tend vers 0 est égale & 2 et on note : lz’wgf (x) = 2.
T—

2. Soit la fonction g définie sur |—oo, 0[ U |0, +00] par :

1

xr)=—

9(@) = —
A T'aide de la calculatrice, on constate que g () devient de plus en plus grand
lorsque x se rapproche de 0. On dit que la limite de g lorsque = tend vers 0

est égale & 400 et on note : lirrég () = +o0.
r—



Définition 1.1. On dit que f a pour limite ¢ lorsque x tend vers 0 si les valeurs de

f (z) peuvent étre aussi proche de ¢ que 'on veut pourvu que x soit suffisamment

proche de 0. On note : lz’ngf (x) = £ et on lit : la limite de f (z) lorsque z tend vers
T—

0 est égale a /.

1.2 Quelques Résultats A Connaitre

Remarque 1.1. On admet que si une fonction f est définie en 0 et si f admet une limite
finie en 0 (on dit que f est continue en 0), alors : lingf () = f(0). Clest le cas,
r—r

en tout point de I’ensemble de définition, des fonctions polyndmes, rationnelles et
trigonomeétriques, de la fonction racine carrée ...

— limy/x =0, limx = 0 et limz" =0 (n € N¥)

z—0 z—0 z—0 . . .
— Soit P une fonction polyndme et () est une fonction rationnelle définie en 0,

alors : Z%P () = P(0) et Z%Q (x) = Q(0).

— Si de plus, P et () sont définies et positives au voisinage de 0, alors :

lim\/P (z) = /P (0) ,lim\/Q (z) = V/Q (0).

x—0

— Soit f et g deux fonctions telles que : lingf (x) = et lingg (x) = ¢, alors :
T— T—

i%(f—l—g)(x)zf—lrﬁ’et i%(fxg)(m)zfxﬁ’.

2 Nombre dérivé

2.1 Définition et Exemples

Soit f une fonction définie sur un intervalle ou sur une réunion d’intervalles deux
a deux disjoints et a € Dy.

Définition 2.1. Dire que la fonction f est dérivable en a et que le nombre dérivé de f

flath)—f(a)

en a est le réel £, revient a dire que le taux de variation de f en a, :

admet pour limite finie £ quand h tend vers 0. Le nombre dérivé est noté f'(a), et

on a : limf(a+h) — /() = f'(a).

h—0 h
Exemple 2.1. Soit f la fonction trinéme définie sur R par : f (z) = 2® + 2z — 3.
Démontrer que f est dérivable en xy = 2.
f2+h)—-fQ2)
h

pour h # 0 : On a

On commence par calculer



F4+R) —f(2) @C+h)*+2@2+h) —3—(22+2x2-3)

h
 (4+4h+ 1) +4+2n-3-5
a h
_444h+h*42h—4
B h
_ 6h+h?

h
_ h(6+h)
ok
=6+ h

= 6. On en déduit que

f24+h) - f(2)
h—0 h

f est dérivable en zy = 2, le nombre dérivé de f en 2 vaut 6 et on note : f'(2) = 6.

et comme limb6 + h =6 + 0 = 6 alors lim
h—0

Remarque 2.1. La notation h — 0 signifie que h tend vers zéro sans l'atteindre (h # 0).

Exemple 2.2. (cas de la fonction valeur absolue)
La fonction valeur absolue est la fonction f définie sur R par : f (z) = |z|.

y

3

pan

FIGURE 2 - f (z) = |z
z| =2 ,z>0
On a . La fonction valeur absolue est strictement décroissante
x| =—2 ,2<0
sur |—o0, 0] et strictement croissante sur l'intervalle [0, +o0.



Démontrer que la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0. On calcule le
taux de variation de f en O :

JO+h) — £(0) _10+A] o]

h h
Il
h
(h
—=1 h >0
h R
= 9
—h
\7:—1 ,h<0

fO+h) - f(0)

donce lim
h—0

pas étre égal a la fois & 1 et & —1. Ceci signifie que la fonction valeur absolue n’est
donc pas dérivable en 0.

n’existe pas car dépend du signe de h. La limite ne peut

2.2 Tangente en un point

Soit M le point de (Cy) d’abscisse a + h. Le coefficient di-
recteur de la droite (AM) est : flath) =/ (a).

Géomeétriquement, la tangente & (C) au point A se concoit comme la droite « posi-
tion limite » des sécantes (AM) lorsque M tend vers A en restant sur la courbe. Si f
est dérivable en a, la « position limite » de ces sécantes a pour coefficients directeur
f' (a) et passe par A.

Proposition 2.1. Si f est dérivable en a, la courbe (Cy) admet au point A (a, f (a))
une tangente (T') de coefficient directeur f'(a). Une équation de la tangente en ce

point est y = f'(a) (x —a) + [ (a).

Démonstration. Admis



FIGURE 3 -

Exemple 2.3. On donne la courbe (Cf) d’une fonction f. En chacun des points in-
diqués, la courbe admet une tangente qui est tracée. La fonction f admet donc les
nombres dérivés en ces points. Lire, en se servant du quadrillage les nombres suivants :

f(4)=0
f @), 3, f (=4 et f/(=1). Ona , et ¢
fr3)= 1= 2

y

\

A

Remarque 2.2. 51 ' (a) = 0, (C) admet au point d’abscisse a une tangente paralléle

a 'axe des abscisses (horizontale) d’équation y = f (a).

Exemple 2.4. On considére la fonction trindme f définie sur R par :

f(x)=a* =5z +2.

Déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point de

la courbe d’abscisse x¢ = 1.

— Une équation de la tangente au point d’abscisse 1 est de la forme :

y=/(1)(z-1)+

Calculons f(1) :Ona f(1)=12=-5x1+2= -2,



— On commence par calculer le nombre dérivé en 1, f' (1) :

FA+h) —f1) Q+h)*=51+h)+2—(12-5x1+2)

h h
_ (1+2h+h*) —5—5h+2+2
N h
_ h*+2h—5h+1-5+4
B h
R —3h—4+4
B h
~ h?—3h
- h
_h(n=3)

B h
—h—3

et comme limh — 3 = —3 alors limf A+h)—fQ1)
h—=0 h—0 h

f est dérivable en zp =1 et on a f'(1) = —3.
— Une équation de la tangente en 1 est donc de la forme :

= —3. Donc la fonction

y==3@—1)+ (-2
=—3r+3—2
=—-3r+1

donc une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point de
la courbe d’abscisse 1 est (T) : y = —3x + 1.

3 Dérivées des fonctions usuelles

3.1 Fonction dérivée

Définition 3.1. Soit une fonction f définie sur un intervalle 7. Si la fonction f admet
un nombre dérivé en tout point de I, on dit que la fonction f est dérivable sur I. La
fonction, notée f’, définie sur I qui a tout x associe son nombre dérivé est appelée
fonction dérivée de f.

Remarque 3.1. Le but du paragraphe suivant est de déterminer les fonctions dérivées
des fonctions élémentaires puis d’établir des régles opératoires afin de pouvoir déter-
miner la dérivée d’une fonction quelconque.



3.2 Fonction dérivée des fonctions élémentaires
3.2.1 Fonction affine

Soit f la fonction définie sur R par : f (x) = ax + b. Démontrons que pour tout
re€R,ona:

f(z)=a
Calculons le nombre dérivé de la fonction f en a (nombre réel quelconque) pour
h # 0, on a

fla+h)—f(a) a(a+h)+b—(ax+0D)

_aa+ah+bh—aa—b
- h
_ah
T h
=a
fla+h) = f(a)

on passe a la limite : [tm = [ima = a. Pour tout nombre a, associe
h—0 h h—0

le nombre dérivé de la fonction f égal a a. On a donc défini sur R une fonction, notée
f’ dont I'expression est f’' (x) = a. Cette fonction s’appelle la fonction dérivée de f.

3.2.2 Fonction carrée

Soit f la fonction définie sur R par : f (x) = 22. Démontrons que pour tout x
réel, on a

' (x) = 2z.
Calculons le nombre dérivé de la fonction f en a (nombre réel quelconque) . Pour
h # 0, on a

fla+h)=f(a) (a+h)’—a
h h
a’® + 2ah + h? — a?
h
B 2ah + h?
B h
h(2a + h)
h
=2a+ h




h) —
on passe a la limite : l?jmf (a+h)=fa) = [tm2a + h = 2a. Pour tout nombre
h—0 h h—0

a, associe le nombre dérivé de la fonction f égal a 2a. On a donc défini sur R une
fonction, notée f’ dont expression est f'(z) = 2z.

3.2.3 Fonction puissance

Soit f la fonction définie sur R par : f (z) = 2" , (n € N*). Démontrons que pour
tout x réel, on a

(@) = na!

Calculons le nombre dérivé de la fonction f en a (nombre réel quelconque). Pour
h #0, on a

fla+h)—f(a) (a+h)" —a”

h h

Ona (a+0)" = < " ) a™*b* donc
iz \ k

n n n—1 n n—212 n_ . n
(a—l—h)n—a”_a +<1>a h+<2)a h>+...+h"—a

h
na"1h + ( Z ) a"2h? 4 ...+ h"
N h
h <na”1 + < ;L > a"2h+ ...+ h”1>
N h
=na""' + ( g ) a" *h+ ..+ B!

h) —
flath) = Jla) = limna"' + ( ) a"2h + .. + k"L = na"
h h—0 2

Pour tout nombre a, associe le nombre dérivé de la fonction f égal a4 na™ 1. On a
donc défini sur R une fonction, notée f’ dont Uexpression est f' (x) = nz" 1.

par suite lim
h—0

3.2.4 Fonction inverse

1
Soit f la fonction définie sur R\{0} par : f (z) = —. Démontrons que pour tout
x
z de R\{0}, on a



Pour h #0 et a # 0 on a

1 1
flath) —f(@) _ath a
h h
a—(a+h)
_a(a+h)
B h
_a—(a+h)
~ ah(a+h)
_ —h
~ ah(a+h)
1
~a(a+h)
- 1 1
ona: lz’mf (a+h) = fla) = lim = . Pour tout nombre a, on associe le
h—0 h h—oa(a+h)  a?
—1 —1
nombre dérivé de la fonction f égal & —-. Ainsi pour tout x € R\ {0}, ' (z) = —.
a x

3.2.5 Fonction racine

La fonction racine est définie mais pas dérivable en 0. Sa courbe représentative
admet une tangente verticale en 0 et donc I’équation de la tangente en 0 n’admet
pas de coefficient directeur.

Soit f la fonction définie sur [0, 4+o0| par : f(z) = /x. Démontrons que pour
tout x de ]0,4o00], on a

Soit h et a deux éléments de ]0, +oo[ on a :



flath)—fla) _ va+ — Vo

h
(\/a—|— —va) (Va+h++/a)
h(Va+h++/a)

a+h—a

B h(Va+h+/a)
h

B h(\/a+h+\/a)
1

B va+h++/a

.. fla+h)—f(a) 1
don : fim h Lo\/ﬁ+\f 2/

associe le nombre dérivé de la fonction f égal & ——=. Ainsi pour tout = € |0, +00],

| 2\/6
f/(x):m-

3.2.6 Conclusion

Pour tout nombre a, on

Tableau des dérivées des fonctions élémentaires et sinus, cosinus :

| Fonction . Dy | Dérivée | Dy |
f(x)=k R f(x)=0 R
f(z)=x R ffx)=1 R
f(z) =2"(n € N¥) R f(x) = na" ! R
I 1
f(ﬂfizg R* fila)=—— R*
f@)=—meN)| R |f@)=-—=| R

f (a:) = \/5 [07 +OO[ f! (33) - m ]07 +OO[

f (z) = sinx R [ (x) = cosx R
f (z) = cosx R f (x) = —sinx R

Exemple 3.1. Calculer la dérivée de chacune des fonctions :

f(x):100,g(x):—Sac,h(x):x‘l,k(x):%etM(x):\/E.

@)=
— g (x) = —5
— W (x) =42

10



4 Opérations sur les fonctions dérivées

4.1 Opérations sur les fonctions dérivées

Proposition 4.1. St u et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle I, et k un
réel alors on a :

1. La fonction u + v est dérivable sur Uintervalle I et on a : (u+v) =
2. La fonction \u est dérivable sur Uintervalle I, et on a : (Au) = M’

3. La fonction u x v est dérivable sur Uintervalle I, et on a: (u x v) = u' x v+
v X u.

4. Si de plus v (x) # 0 pour tout réel x de I, alors :

1 1’ /
— La fonction — est dérivable sur l'intervalle I, et on a : (—) - L
v v

u
— La fonction — est dérivable sur l'intervalle I, et on a :
v

Démonstration. .

~Soit a € I, pour h # 0 on a
(u+v)(a+h)—(ut+v)(a) u(a+h)+v(a+h)—u(a)—ov(a)

h h
:u(a—l—h)—u(a)—i—v(a—l—h)—v(a)
h
uf(a+h)—u(a) wv(a+h)—v(a)
B h * h
 (u+v)(a+h)=(ut+v)(a) . ula+h)—u(a) v(a+h)—v(a)
done iy wrm e = h " h
. ula+h)—ula ,
fim h = u'(a)
et comme < par suite
(at+h)—vla)
i h =v'(a)

11



Ainsi u + v est dérivable en a et (u +v) (a) =« (a) + v’ (a) pour tout a € I.

(u+v) =u +
— Soit a € I, pour h # 0 on a
(M) (@4 h) — (Au) (a) A x (u(a+h))—Ax (u(a))
h

h
_ Au(a+h)—u(a))
( hh) (a)
u(a+ —ula
= A X ,
donc
éﬁ%(Au)(aJrh})L—()\u)(a) :%%AX u(a—l—hf)L—u(a) _Ax il ().

Ainsi A X u est dérivable en a et (A x u)' (a) = A x v/ (a) pour tout a € I.

()" = M/

~La démonstration n’est pas au programme. Elle est donnée ici a titre indicatif.
Soit a € [ et h# 0 on a

(uxwv)(a+h)—(uxv)(a) wu(a+h)xv(a+h)—u(a)xv(a)

h h
:u(a+h)xv(a—i—h)—u(a)xv(a—i—h)—i—u(a)xv(a—i—h)—u(a)xv(a)
h
:(u(a—l—h)—u(a))Xv(a+h)+u(a)(v(a+h)—U(a))
h
:(u(a+h)—u(a))xv(a—i—h)+u(a)(v(a+h)—v(a))
h
_u(a+h)—u(a) v(a+h)—v(a)
= Y xv(a+h)+u(a)x .
f —_
éz_r%u(a—l—h) u(a) o (a)
En passant a la limite lorsque h tend vers 0, on a : <
limv(a—kh)—v(a) o/ (a)
\h—>0

et limv (a + h) = v (a) donc
h—0

lim(u xv)(a+h)—(uxv)(a)
h—0 h

= (a) x v(a) +u(a) X v (a)

Ainsi u x v est dérivable en a et (uwv) (a) = o (a) x v (a) + u(a) x v (a) pour
tout a € I.

19



(uv) = v'v + uv’
~La démonstration n’est pas au programme. Elle est donnée ici a titre indicatif.

Calculons le taux de variation de — pour h # 0 et v (a) # 0 on a
v

1 v(a) —v(a+h)
v(ath) 4 (a) v (CL + h) Xv (CL)

h h
v(a) —v(a+h)

:hxv(a—l—h)xv(a)

_v(a)—v(ajth)>< 1
B h v(a+h)xwv(a)
on passe a la limite
1 1
limv(a+h) v(a):limv(a)—v(a—l—h)>< 1
h—0 h h—0 h v(a+h)xwv(a)
et comme
lim? (@) —v(a+h) i (v(a+h)—v(a))
h—0 h h—0 h
— lim v(a+h)—v(a)
h—0 h
i v(a+h)—v(a)
h—0 h
— /(@)
t ! d
et : lim = one
h—0v(a+h) xv(a) v%(a)
_ !
limv(a> v(a+h) y 1 _ v (a)
h—0 h via+h)xv(a) v%(a)
1 1\’ /
Ainsi — est dérivable en a et (—) (a) = v (a) pour tout a € I.

(% (%

1 /_—”U
v) 2

— D’apres la régle du produit, on obtient

13



Exemple 4.1. Calculer la fonction dérivée de f :

1 f(z) = 42® + 4\/x
2. f(z) =5zt — 222
3. f(z) = (42® + 5z) (5z — 1)
1
= e
6x — 5
R A e

— On a f(x) =u(x)+v(r) avec

done

— Ona f(z)=u(x)+uv(r) avec
v(r) = —22% = v (x) = —4x
donc
f'(x) = (z) + 0 (1) = 202° — 4x.

14



u(z) =42 + 5z — v/ (x) =8xr +5

— Ona f(zx) =u(z)x avec donc

f(x)=1u () xv(x)+u(r)x
= (82 +5) (5bz — 1) + 5 (42” + 5z)
= 4022 — 8z + 252 — 5 + 2022 + 25z
= 602 + 422 — 5

1

Onaf(:p):u(x)

avec u (r) = 22 + 5z — u' (v) = 42 + 5 donc

g @) e
f ( ) u2 (x) (2x2+5x)2

u(r)=6x—5—u(xr) =6

u(r) xv(x) —u(r) X
F ) = L) (32@()
6 (2% + 2z — 1) — (62 — 5) (22 + 2)
(22 + 2z — 1)°
627 + 122 — 6 — (122”4 122 — 10z — 10)
; (22 + 2z — 1)°
62?122 — 6 — (1227 4 22 — 10)
B (22 + 2z — 1)°
627+ 120 — 6 — 1227 — 22+ 10
a (22 + 2z — 1)°
_—6x2+10x+4
(@420 —1)

4.2 Dérivée de la puissance et de la racine

On donne sans démonstration la dérivée de la puissance et de la racine. Dans ce
dernier cas, la fonction u doit étre strictement positive sur I.

15



Ul

(") =nuut (Va) = NG

Exemple 4.2. Calculer les fonctions dérivés des fonctions f et g définies par :
f()=(Tr+1) (@) = VB —1
— Onaf(z)=(Te+1)" avec u(z) = Te +1 = o (¥) = 7 et n = 4 donc

f'(z) =nxu () x u®(x)

—4x7x (Tx+1)°

=28 (7o 4+ 1)°
— Onag(x)=+vbx—4avecv(r) =5 —4— v (xr) =5 donc
V' (x) 5

9@ =57 (@) 2vbz 4

4.3 Dérivée de la composée (hors programme)

On donne sans démonstration la dérivée de la composée.
/ /
(vou) =u xv' ou

Exemple 4.3. Soit f (z) = sin (z?+ 2 — 1) ona f'(z) = (2o + 1) cos (2 + = — 1) .

Tableau récapitulatif

P 7
| Dérivée de la somme | (utv) =u 0
L, ., . . 7
Dérivée du produit par un scalaire (Au) = M/
P . 7
Dérivée du produit (uv) = v'v + u’
7
. .. 1 v
Dérivée de 'inverse - =—=
v v
. : wy' v —w
Dérivée du quotient -] = 5
v
P . 7 —
Dérivée de la puissance (u™) = nu'u™!
7
Lo s . / Uu
Dérivée de la racine (Vu) = —=
2\/u
P , 7
Dérivée de la composée (vou) =u xv ou

16



4.4 Polynomes et fonctions rationnelles

Proposition 4.2. .

— Toute fonction polynoéme est une somme de fonction dérivables sur R, donc est
dérivable sur R.

— Toute fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition.
3 — 2

2¢2 — 5x + 2

1
Exemple 4.4. Soit f la fonction définie sur R\{§, 2} par : f (z) =

1. Montrer que f est dérivable sur Dy.
2. Calculer f’(z) pour tout z € Dy.

— f est une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur son domaine de défi-
i 1
nition R\{ﬁ’ 2}.
U)’ u'v —ud

— On applique la formule (—
v

u(r) =23 -2z — v (v) =32 -2

v(r) =222 -5 +2—v () =4x -5
donc

(322 —2) (222 — 52 +2) — (2° — 27) (4o — 5)
(222 — 5z + 2)*
6zt — 1523 + 622 — 422 + 10z — 4 — (4o* — 52 — 822 + 10x)
(222 — 5z + 1)
62t —4at — 152% 4 5% 4 62% — 42 + 82 + 10z — 10z — 4
B (222 — 52+ 1)°
2¢* —102° 4 102% — 4
(222 — 5z 4+ 1)

1 224 — 1023 + 1022 — 4
donc (Vr e R\ =,2¢ ), [ (x) = ’ v :C2 :
2 (222 — bz + 1)

f'(@) =

5 Application de la dérivation
5.1 Monotonie d’une fonction et signe de sa fonction dérivée
Proposition 5.1. Soit f une fonction dérivable sur I.

— f est croissante sur I si et seulement si (Vx € 1), f' (x) > 0.
— f est décroissante sur I si et seulement si (Vx € I), f' () <0
— [ est constante sur I si et seulement si (Ve € I), f' (x) =0,

17



Exemple 5.1. Soit f une fonction définie sur R par : f (z) = —2® + 32% + 92 — 2.
Donner le tableau de variation de f.
La fonction f est dérivable sur R, et on a (Vo € R), f'(z) =3 (—2? + 22 + 3) .
Donc le signe de f'(x) sur R est le signe du trindme —z> + 22 + 3. On a A =
4—4x(—1)x3=16> 0 donc

=3
—2*4+22+3 =0} ou
r=-—1
on déduit le tableau de variation de f :
r [—o0 —1 3 +00

— ) n ] —
f \7 / \OC

FIGURE 4 —

Remarque 5.1. .

— Si f" > 0 sur I et f/ ne s’annule qu'en un nombre fini de points alors f est
strictement croissante sur I.

— Si ff < 0sur I et f’ ne s’annule qu’en un nombre fini de points alors f est
strictement décroissante sur I.

Exemple 5.2. Etudier les variations de la fonction f définie sur R par :
f(x) =32° — 102® + 152 + 1
La fonction f est dérivable sur R et on a
(Vz €R), f'(z) = 15 (a* — 227 + 1) = 15 (2* — 1)’

donc (Vo € R), f'(x) > 0, comme la fonction f’ ne s’annule qu'un nombre fini
de fois (f’ s’annule uniquement en —1 et 1 ) alors la fonction f est strictement
croissante sur R.

5.2 Extremum d’une fonction

On rappelle qu'un extremum est un maximum ou un minimum

18



Proposition 5.2. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I.

— Si f admet extremum local au point ¢, alors f'(c) = 0.
— Sice I, f'(c) =0 et si f' change signe en c alors f admet un extremum
local en ¢ sur I.

Exemple 5.3. . Sur la fonction f(z) = —a2° + 32? + 92 — 2 , étudiée plus haut, la
dérivée f'(z) = 3 (—2%+ 22+ 3), s’annule en change de signe en —1 et 3. On en
déduit que —7 et 25 sont des extremums.

Remarque 5.2. Si f' s’annule en ¢ sans changer de signe, alors f(c) n’est pas un
extremum.

FIN
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