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Exercice 1. (3points)

Dans 'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, v, 7 >, on consideére

les points A (0,1,4), B(2,1,2), C' (2,5,0) et 2(3,4,4)
1.
%
a. Montrons que :E/\z@:4<2?+7+2k>

2 2
On a z@ 0 et 1@ 4 donc
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—
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ABAAC=| 0 4|
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2 4" T 22 24| "o 4

- =

doncﬁAﬁ:4(27+7+2?)

b. Déduisons laire du triangle ABC et la distance d (B, (AC)) :

1 1 12
— OnaSABCZEHﬁA@H ZE\/82-|—42—I—82:?:6, donc Sapc = 6.



— On a AC est un vecteur directeur de la droite (AC) donc d (B, (AC)) =

e
%]

et comme Hzﬁ A\ I@H =12 et HI@H = 6 par suite

d(B,(AC)) = % —9

2. Soit D le milieu du segment [AC]

a. Vérifions que : Eﬁ = i (/@ A fﬁ)

2
e 1 2
Z —
Ona:D g alors D | 3 | donc Zﬁ 1 | c’est-a-dire lﬁ =21 +
5 2 2
- = - =
j + 2 k. D’autre part, on a%@/\@zél@i + 7 —I—ﬁ) par suite

Aé A AC\' = 4D§5. Donc
ﬁ 1
D — 1

b. Déduisons que : d (§2, (ABC)) =3
On a d(Q, (ABC)) = QH avec H est le projeté orthogonale de € sur le

1
plan (ABC'), et comme DS = 1 <1@ A ﬁ) done les vecteurs DS et

1@ A 1@ sont colinéaires et on a E A fTCE’ est un vecteur normal au
plan (ABC') donc DG est un vecteur normal au plan (ABC) par suite
(DQ) L (ABC) et puisque D € (ABC) car D est le milieu du segment
[AC] alors D est le projeté orthogonale de €2 sur le plan (ABC) d’ou
H = D donc d (2, (ABC)) = QD donc

d(Q,(ABC)) = QD

(45 1 0.

_ (ﬁ”
_ 175”
- |3 (2B )|
_ 27+7+2?H
—V4+14+4=3

donc d (2, (ABC)) =3




3. Soit (S) la sphére d’équation 2% + % + 2% — 62 — 8y — 82+ 32 =0

a. Déterminons le centre et le rayon de la sphere (S)

M|y lelS)eor*+y*+22—62—-8y—82+32=0

<:>(x2—6:1:+9)+(y2—8y+16)+(z2—8z+16)
—9-16—-16+32=0

S@=3 +@Wy—4"+(2-4)°"-9=0
Sa-3°+y—4>"4+:=z-4"=9
S@-31+y—4> +(z—4)?%=3

donc le centre de la sphére est 2(3,4,4) et son rayon est R = 3.

b. Montrons que le plan (ABC) est tangent & la sphére (S) en un point que l'on
déterminera

— On ad(Q,(ABC)) = 3 et comme R = 3 donc d (€2, (ABC)) = R par suite le
plan (ABC) est tangente a la sphéere (5).

— Ona DQ=3=Rdonc D € (5)etonaD e (ABC) et puisque D est le
milieu du segment [AC] donc (ABC)((S) = {D}. D’'ou le plan (ABC) est
tangent a la sphére (S) au point D.

4. Soient (Qq) et (Q2) les deux plans paralleles & (ABC') tels que chacun d’eux
coupe (S) suivant un cercle de rayon /5.

Déterminons une équation cartésienne pour chacun des deux plans (Q1) et

(@2)

On a ﬁﬁ est un vecteur normal & chaque plan parallele & (ABC'), donc
chaque plan parallele & (ABC') a une équation de la forme

2v+y+22+d=0.

r=+/5
Et comme r = \/R2 —(d(,(Q)))* avec et (Q) 'un des
R=3
deux plans paralléles au plan (ABC) tels que (@) coupe la sphére (5)
suivant un cercle de rayon V5. Donc

(d(2,(Q) =R —1*=9-5—14




alors d (€, (Q)) = 2. D’ou

6 +4+8+d|
1 @)=2e V22
o s+d
V9
118 + d|
® =2
& |18 +d| =6
(18 +d=6
& ou
|18 4+d=—6
(d=—12
< Q ou
d=—24

(Q1):2z+y+22—-12=0
donc

(Q2) 20 4+y+2y—24=0

Exercice 2. (3points)
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, U, 7), on

considere les points A,B, C et D d’affixes respectives a = v24+iv2, b =142+
c=betd=2i

1. Ecrivons le nombre complexe a sous forme trigonométrique :

Ona:|a]:\/(\/§)2+(\/§)2:\/4_l:2donc

a=v2+iV2
V2 V2
(E

::szs(%)+¢mn(%))

a. Vérifions que : b —d =c

2.




b—d=1+V2+i—2i
=1+v2—i
1+\/§+z‘)

donc b —d = c.
b. Montrons que : (v2+1)(b—a)=b—d :
On a:

(V2+1) o-a) = (V2+1) (1+V2+i— V2 - iv2)
:<\/§+1> (1+¢—z\/§)
= V24+iV2—2i+1+i—iV2
=V2—2i+1+i
—V2—i+1
—1+V2—i
(A1)

=C

=b—d
donc (V2+1)(b—a)=b—d
Déduisons que les points A,B et D sont alignés
b—a 1
Ona(v2+1)(b—a)=0b—ddonc =
(V2+1)( ) b—d 2+1
A,B et D sont alignés.

€ R donc les points

3.

a. Vérifions que : ac = 2b




ac = (\/54-1\/5) (1+\/§—i)
=V24+2—iV24+iV2+2i+2
= 2V2 42+ 2
=24+ 2V2 + 2

:2(1+\/§+z‘>
— 2%

donc ac = 2b

b. Déduisons que : 2arg (b) = % [27]

On a : ac = 2b donc

arg (ac) = arg (2b) [27]

et comme donc 2arg (b) =

s
4. Soit R la rotation de centre O et d’angle 1 et qui transforme chaque point M

du plan d’affixe z en un point M’ d’affixe 2’/

1
a. Montrons que : 2’ = 5%

On a




2 2
o (V2rive):
N 2
1
<:>Z/:16LZ
2

1

donc 2/ = Eaz

b. Déduisons que : R(C) = B et que R(A) =D

1
— On d’apreés 'expression complexe de la rotation R : iac =3 X 2b = b, donc
R(C)=B.

— On d’aprés 'expression complexe de la rotation R :

L=l
2aa—2a
1 2
=§<\/§+Z\/§>
1
= - X4
2
=21
=d
donc R(A) = D.
— 2—1
c. Montrons que :b CL(\/_ )a
c—a 2
On a



b—a 1+V2+i—(V2+iV?2)
c—a 1+v2—i— (V2+iV2)
1+ V24i V202
1 V2-i—V2-iV2
Cl4i—iV2
C1—i—iV2
(1414 —iv2) (1 + (i +iv2))
(1= (i+iv2)) (1+ (i +iv2))
1+ (i +ivV2) +i+i (i +iv2) —iv2 —iv2 (i +iv2)

1— (i+iv2)°

I 2 i - 1= V2 - V24 V242

B 1—(~-1-2v2-2)

2042

C24+2V242

1+

2+/2

C(1+i0) (2-V2)

B 2

C2—V242i—iV2

B 2

242 — V2 -2

B 2
, V2-1 (V2-1) (V2+iv2) 2+2i—vV2—iV/2
d’autre part, on a 5 a = 5 = 5

donc

b—a_ V2 -1 .
c—a 2

Déduisons une mesure de I’angle (ﬁ, 1@)
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Exercice 3. (3points)

1.
a. Calculons p (A) :

Chaque tirage est constitué de 2 boules la premiére tirée dans I'urne Uy et
la deuxiéme dans 'urne Us.



/\
o 3 I///’//////////
| \

N —
\

L’événement A : « la boule tirée de I'urne U; porte le nombre 1 » c¢’est-a-dire

AN

A=

FIGURE 0.1 -

1 1
A ou
1 2
onc 2 4 3 9 18 1
A= x -+ x_=_—-="Z
PA) =5XGT6%6 36 2
1
b. Montrons que : p(B) = 1
1 2
L’événement B : « le produit ab est égal a 2 » c’est-a-dire B : ou
2 1

3 2 1 3 9 1
donCp(B):6X6+6X6:%:Z

2. Calculons p (A/B), probabilité de I'événement A sachant que I'événement B

est réalise.

10



1
ANB
On ap(A/B):Met comme A B : alors p(ANB) =
p(B) 9
3 2 1 p(ANB) 1 2
—x=-==d A/B)=——F=—-x4=—-
65 glonepA/B) == =g x4 =3
3. Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque résultat de I'expérience, le
produit ab

a. Montrons que : p(X =0)

0 0 0
L’événement (X = 0) : ou ou donc
2
6

b. Déterminons la loi de probabilité de X
On a X (2) ={0,1,2,4}

1

3 4 12 1
— L’événement (X = 1) : doncp(X=1)==-Xx=-=—==
1 6 6 36 3
1
— L’événement (X = 2) c’est ’événement B donc p (X =2) =p(B) = 1
2 1 3 3 1
— L’événement (X =4) : doncp(X =4) ==X -=—=—.
9 6 6 36 12
. N . | | [O0]1[2] 4
— Laloi de probabilité de la variable aléatoire X est : ITTI]IT] 1
PIX=2)313]9]1

PX=0+pX=1+p(X=2)+p(X =4)=1)

c. On considere les événements : M : « le produit ab est pair non nul » et N : «le
produit ab est égal a 1 »

Montrons que les événements M et N sont équiprobables

1 2 2
L’événement M : ou ou donc
2 1 2
(M) =p(X =2)+p(X =4) =+ — —
PRy =pia =2/ phia = 1123

11



L’événement N : doncp(N)=p(X =1)= 3
Donc p (M N et par suite les événements M et N sont équipro-
bables.

Probléme 1. (11points)

2
On considére la fonction numérique f définie sur |0, +oo| par : f(z) =2 — — +
T

(1—Inz)®
. , . . , - "
Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, ) (unité : 1lem)

1.
3z — 2 — 2zlnx + x (Inx)’
T

a. Vérifions que : (Vx €1]0,4+00[),f (z) =

Soit « € ]0,400[, on a

f(x):2—§+(1—lnx)2

B 2t — 24z (1 — Inx)®
B T
2r — 24w <1 — 2lnz + (lnx)2>

T
2z —-2+2—2xinr +x (Inz)?
B T

3z — 2 — 2xlnz + x (Inx)”

X

3z — 2 — 2zlnz + z (Inx)’
" :

donc (Vx € 10, 4+00]) ,f (z) =

Ine)?
b. Montrons que : lim z (Inz)® = 0 et que = lim na) =0

x—0*t r—+00 T

On a
lim z (Inx)* = lim \/_ ( (\/_2)>2

r—07t r—0t

= lzm \/E (2ln\/5)
= [lim 4\/_ (ln\/f)2

r—07F

19



on pose t = y/x alors (x — 0" =t — 07) donc

lim 47 (lnﬁ)2 = tlz’rgL+4t2 (Int)* = lim 4 (t x Int)?
H

z—0t

t—0+

et comme lim ¢ x Int = 0 alors lim 4 (t x Int)* = 0 d’on

t—0t t—0t

lim x (Inx)* = 0.

r—07t

(Inz)*

(ns?)’

lim = lim 5
r—+oo T—>400 \/E
21 2
o 0D
T—+00 \/5
2
r—>+00

VT

2
— lim 4 x (l"ﬁ)

r—>+00

VT

on pose t = /x alors (z — +00 = t — +00) donc

2
= lim 4 X (l%t)

2
lim 4 x (l"ﬁ>

T—+00 \/E t—+00
Int Int\ >
et comme [tm — =0 alors ltm 4 X (—) =0 d’ou
t—s+oo t—+00 t
Inz)?
lim (inz) = 0.
r—+00 T
c. Déduisons que : lim+ f () = —o0, puis interprétons géométriquement le ré-
z—0

sultat

3¢ — 2 — 2xlnz + x (Inx)?

Ona (Vz € ]0,+0o0]),f (z) =

X

, et comme <

(lim 2 (Inz)* =0
xr—0t

lim — 2xlnx = (
z—07F

ltm 3x — 2 = —2

\ z—0F

alors par somme on obtient lim 3z —2—2zlnz+2 (Inz)® = —2 et on a

r—07F

13



: : . . 3z —2—2zlnx + z (Inx)?
lim x = 0" donc par quotient on obtient lim (inz) =
r—07F r—0t T

—o0 cest-a-dire

lim f (x) = —oc

La courbe (C}) admet une asymptote verticale d’équation x = 0 (I’axe des

ordonnées).
d. Calculons xﬁnloof ()
On a
3z — 2 — 2al Inx)”
(v €10, oo, f () = 2220 e (In)
2
=3 — = —2Inx + (Inz)’
T
2
=3——+Inz(—2+ Inx)
T
lim Inx = 400
T—>+00
et comme alors lim Inx (=24 Inz) =
T—>+00
lim —2+Inx = +00
r—>+00
+ooetona lim 3——=3donc lim f(z)= +o0.
T—>+00 €T r—+00

Montrons que la courbe (Cf) admet une branche parabolique de direction
I’axe des abscisses au voisinage de +o00

Ona lim f(x)= +o0, calculons [lim /(@) :
r—+00 r—400 xT

Soit x € |0, +o00[, on a

3z — 2 — 2zlnz + z (Inx)®

/(@) _ x
T T
3¢ — 2 — 2xlnz + x (Inx)?
72
3 2 2nx (Inz)?
r a2 x x

14



Inx
et comme < LWJ} - =0 alors linﬁ /(=) = 0. Donc le courbe
€T o0 Tr—+00 €T
Ing)2
lim (Inz) =0

\xH+w x . . . .
(Cy) admet une branche parabolique de direction I'axe des abscisses au

voisinage de 4o0.

2(1 — 2+ zinx)
2

2. Montrons que : (Vz € |0,+o0[), f' (x) =

x
La fonction f est dérivable sur ]0, +o0[, et pour tout x € ]0,+o0o[ on a

(f@):(2—§+%1—hmfy

2
:P—FQ(l—lnx)(l—lnx)

/

2 1
== _2(1—lnw) x -

x2 ( nz) x
B 2 2 2lnx

A x

2 — 2x + 2xlnx

2(1 —z+ zinx)

2(1 — x4+ zinx)

donc (Vz € ]0,400[), f'(x) = 2

3.

X

a. Prouvons que f est strictement croissante sur |0, +o00[ puis dressons le T.V de
I
D’apreés le tableau de variations de f/, on a 0 est une valeur minimale de f’
sur ]0, +o0[ donc (Vx € ]0, +o0[), f' (z) > 0 (f" s’annule uniquement
en 1). D’ou f est strictement croissante sur |0, +00].

On a

15



+0o0

—Q

FIGURE 0.2 —

b. Déterminons le tableau de signe de la dérivée seconde f” de la fonction f

— On a f’ est décroissante sur les deux intervalles |0, 1] et |5, +o0o| donc
(Vz €]0,1] U [B, +o0]) , f" (x) < 0.

— On a f’ est croissante sur lintervalle [1, 5] donc (Vx € [1, 5]), f” (z) > 0.

FIGURE 0.3 —

c. Déduisons la concavité de la courbe (Cf) en précisant les abscisses de ses deux
points d’inflexion

D’apres ce qui précédé on a

x 0 1 6] +00
f(x) — + -
Concavite Concave Convexe Concave

FIGURE 0.4 —

On a f” s’annule en changeant de signe en 1 et § donc les points I (1, f (1))
et I' (B, f (B)) sont deux points d’inflexions de la courbe (Cf).

4.

a. A partir de la courbe (C,), déterminons le signe de la fonction g sur |0, +00]

16



D’aprés le courbe (Cy) on a :

On a (C}) est au-dessus de I’axe des abscisses sur o, 1] donc (Vo € [a, 1]), g (x) >
0.

On a (Cy) est au-dessous de 'axe des abscisses sur |0, af et [1, +oo] donc
(Vo €]0, 1] U1, +o0[) , g () < 0.

Donc

+o0

; o 1
@ - 0+ ) -

FIGURE 0.5 —

b. Déduisons que la droite (A) est en dessous de (Cf) sur lintervalle [a, 1] et
au-dessus de (C) sur les intervalles |0, o et [1, +o0|

D’apres ce qui précéde on a

On a (Vz [a, 1]), g () > 0 donc (Vx € [a, 1)), f () —2 > 0 d’ou la courbe
(Cy) est au dessus de la droite (A) sur [, 1]. Donc la droite (A) est
en dessous de (Cf) .

Ona (Vz €]0,a] U[1,4+0]), g (z) < 0donc (Vz €]0,a] U[1,4+o0]), f (z)—
x < 0 d’ou la courbe (C}) est au-dessous de la droite (A) sur les deux
intervalles |0, a| et [1,+oo[. Donc la droite (A) est au-dessus de (Cy)
sur les deux intervalles |0, o] et [1, 4+o0].

5. Construisons la courbe (Cy) et la droite (A) dans le repére (\O, i, ) .

17



(A

(Cf)

FIGURE 0.6 —

6.
a. Vérifions que la fonction x — 22 — xinx est une primitive de la fonction x — 1 — Inx

sur |a, 1

La fonction x +— 2x — xlnx est dérivable sur [a, 1], et pour tout = € [a, 1]
on a

1
(22 — zlnz) =2 — <lnx +x X —)

x
=2—(Ilnz+1)
=2—Inx—1
=1—Inx

donc la fonction & — 2x—xilnx est une primitive de la fonction x — 1—Inx
sur [a, 1].

18



b. Montrons que : f; (1 —Inz)’de=5(1—a)+a(4—Ina)lna

On pose :
u(z) = (1—Inx)’ u () = 2(1 = Ina)
T
=
v'(z) =1 v(r) ==
donc
1 Lt e2(1 -1
f(l—lnx {xx 1 —Inx) } —/ ( nx)xxdw
Q . X
’ 1
(1—In(1 —oz(l—lnoz))—l—2/ (1 —Inx)dx

(1 (1 —In«a) ) + 22z — xlnx]}

= (1 —« (1 — 2lna + (lna)2)) +2(2—In(1l) — (2a — alna))
=1 — o+ 2alna — a (Ina)® + 2 (2 — 2a + alna)

=1 —a+ 2alna — a (Ine)? + 4 — 4a + 2adna

— 5 — 5a + dalna — o (Ina)’

=5(1 —a) + alna (4 — Ina)

=5(1—a)+ a4 —Ina)lna

d’on fal (1 —Ilnz)’de =5(1 —a)+ a (4 — Ina) lna.

c. Déduisons en fonction « laire de la partie du plan délimitée par la courbe (Cy)

’axe des abscisses et les droites d’équations r = a et z =1

On a of = (f |f (x \dx) X ua, et comme (Vz € [a,1]),f(z) > 0 et

— —
wa= ||| x| 7|l =1lem? donc

:</alf(x)da:>><lcm2

on a

10



/lf(a:)dx:/12—2+(1—lnx)2dx

X

1 9 1
:/ 2——dx—|—/ (1—Inz)®da
(e T e

1
— 2z — 2Inz]’ + / (1 —Inz)® dz

(%

= ((2—2Inl) — 2a —2Ina)) +5(1 — a) + a (4 — Ina) Ina
=2—-2a+2na+5(1 —a)+ a4 —Ina)lna
=7—"Ta+2lna+ a4 — lna) lna

donc & = (7 — Ta + 2lna + a (4 — Ina) Ina) em? c’est-a-dire Paire de la
partie du plan délimitée par la courbe (Cf) I'axe des abscisses et les
droites d’équations ¥ = aet x = lest: (7 — Ta + 2lna + a (4 — Ina) Ina) em?.
7. Soit la suite numérique (u, ) définie par uy € Ja, 1] et la relation u, 1 = f (uy,)
pour tout n € N

a. Montrons que récurrence que : (Yn € N), o < u, < 1.

— Pour n =0 on a uy € |a, 1] alors la proposition est vraie pour n = 0.
— Soit n € N. On suppose que a < u,, < 1, montrons que : @ < u,4+1 < 1. On a
a < u, < 1 et comme la fonction f est strictement croissante sur [«, 1] alors

fla)=a
f(a) < f(u,) < f(1) et comme puisque g () = f (z) — = et
f=1
g(a)=0
donc a < u,1q < 1.
g(1)=0

— D’apres le principe de récurrence on déduit que : (Vn € N), a < u, < 1.
b. Montrons que la suite (u,) est croissante

On a (Vx € [a, 1)), f(z) — 2 > 0 et comme (Vn € N), o < u, < 1, alors
f (un) > u, donc u, 1 > u, par suite (Vn € N) w1 — u, > 0. Clest-
a-dire la suite (u,) est croissante.

c. Déduisons que la suite (u,) est convergente et calculons sa limite.

La suite (u,) est croissante et puisqu’elle est majorée 1, alors elle est conver-
gente.

20



La fonction f est continue sur [a, 1], et f ([, 1]) C [, 1] et la suite (u,)
up € Ja, 1]
est définie par : et la suite (u,) est conver-
(Vn e N) upi1 = f (un)
gente sa limite ¢ vérifie « < ¢ < 1 donc la limite de (u,) est la solution
de I'équation f (z) = = dans l'intervalle [o, 1].
On a d’aprés 4-a l’équation f (z) = x admet deux solutions et 1 donc £ =
a ou £ = 1. Et comme la suite (u,,) est croissante, alors (Vn € N)  u,, >
ug par suite lim wu, > wug et comme uy € |a, 1] alors ug > a donc

n—->-+00
lim wu, >« d’ou
n——+00
lim u, = 1.
n—>—+00
FIN
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