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Exercice 1. (3 points)

1.
T
a. Montrons que :E/\B: T+ 7 + k
-1 0
Ona@ -1 et@ —1 | donc
2 1
-
-1 0 1
ABANAC=| -1 1| 7
2 1| %
I e e B N I S
2 1|’ 2 1 -1 -1
- = >
=i+ j+k

T
parsuite@/\f@: T+ +k

b. Déduisons que = + y + z + 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC)

T 1
Soit M [ y | un point du plan (ABC), le vecteur 1@ A 1@ 1 | est normal au plan (ABC')
z 1

donc

xXr
M| y | €ABC) s AMABAAC =0

z

z—1 1
S| y+1 1 1=0
z+1 1

sr—1+y+14+2+1=0
Sr+y+z+1=0

par suite (ABC) :z+y+2+1=0.

2. Soit (S)la sphere d’équation 2% + y* + 22 — 4z + 2y — 22 + 1 = 0. Montrons que le centre de
la sphere (S) est (2, —1,1) et que son rayon est R = v/5




M|y le®Wer®+y*+22—4o+2y—22+1=0

S —dr+y+ 2+ —224+41=0

S (@®—de+4)+ (P+2y+1) + (P —224+1)—4-1-1+1=0
S@=2"++1)"+(z-1)°-5=0
S@-2"+wy+1)*+(z-1)°=5

& P+ (210 = (V5)

r—2°+(y+1

donc le centre de la sphere (S)est le point © (2, —1,1) et son rayon R = /5.

3.
a. Calculons d (92, (ABC)) :

On a

4(Q, (ABC)) = \IQ—I—yQ—l—zQ—i—l]_|2—1+1+1|:i:\/§

12 +12 412 V3 V3

done d (9, (ABC)) = /3.
b. Déduisons que le plan (ABC)coupe (S)selon un cercle (I')

On a d(Q, (ABC)) = /3 et comme R = /5 et d(, (ABC)) < R donc on déduit que le plan
(ABC) coupe la sphere (S)selon un cercle (I') .

Exercice 2. (3points)

1. Résolvons dans C I'équation : 22 —22+4 =0

a=1
Ona{b=—-2 doncA=0>—4ac=(-2)"—4x1x4=—12 <0, donc 'équation admet deux
c=4

solutions complexes conjuguées : z; et 2o
—b+ivV—A 24012
. i e NN
2a 2
et comme zy = 7] = (1 + 2\/§> =1 — /3 donc

= {1-iv31+iv3}

2. Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, 7, 7), on considere les
points A, B, C et D d’affixes respectives a = 1—iv/3 ,b=2+2i , ¢ =v3+iet d = —2+2/3
a. Vérifions que :a—d=—3(c—d)
On a

21 =




a—dzl—i\/_—(—2+2\/§>

=1—iV3+2-2V3
=3-2V3-iV/3
=3-V3(2+1) (1)

d’autre part, on a

~V3(e—d)= V3 (V3+i+2-2v3)
= —3-iV3-2V3+6
=3-V3(2+19) (2)
d’apres (1) et (2) on déduit donc :a —d = —v/3(c —d)

b. Déduisons que les points A, C' et D sont alignés

—d —d
Ona:a—d= —3(c—d) alors a4 = —/3 donc a4 € R, par suite les points A, C et D

c—d c—d
sont alignés.

3. On considere z l'affixe d'un point M et 2’ I'affixe de M’ image de M par la rotation R de

centre O et d’angle %ﬁ

Vérifions que : 2’ = —az
On a

oy = (1—i\/§)2
2
(:)zlzlzxa
2
<:>z':1az
2

donc 2/ = §az

4. Soient H I'image du point B par la rotation R, h son affixe et P le point d’affixe p tel que :
p=a-—c

a. Vérifions que : h = ip



On a d’apres 'expression complexe de la rotation R

=
Il

( —iV3) (2+2i)

= (2+2i - 2iv3+2v3)

— > (2+2v3+i(2-2v3))

+vr+w<1—v§) (3)

— [\DIH[\DI)—‘[\DI)—‘[\DIH

d’autre part, on a

ip=1i(a—
1— 3—(\/_—1—2))

(1-i
z(l \/_—\/_—2>
(1-
i1

=1

—_

1

i)
)+ ()

—1+v3+ Q—%@ (4)

d’apres (3) et (4) on déduit que : h =ip

b. Montrons que le triangle (OH P) est rectangle et isocele en O.

On a
(0P0T) =wrs (;=2)
— arg <%> 27]
EM@(%)pﬂ
= arg (i) [27]
zgpﬂ

donc O?, Oﬁ) = g [27], par suite le triangle (OH P) est rectangle en O.

De plus on a : OH = |h| = |ip| = |i| X |p| = |p| = OP, donc OH = OP par suite le triangle
(OHP) est isocele en O, ceci signifie que le triangle (OH P) est rectangle et isocele en O.

Exercice 3. (3points)



1. Montrons que : p(A)

- B) = »
20 P (B) =75

Le tirage au hasard, d’un seul coup de 3 boules d’une urne contenant au total 10 boules nous
oblige d’utiliser les combinaisons C5, donc card (Q) = C3, = 120 avec Q P'univers de toutes les
éventualités possibles.

v
L’événement A : < obtenir trois boules vertes > c’est-a-dire A : Vv donc
%4
card(A)  C3 1
card (2)  Cy, 120
\% R
L’événement B : < obtenir trois boules de méme couleur > c’est-a-dire B : V lou|l R
\% R
donc
card(B) C3+C§ 7
p(B) - =2t = 5
card (2) 5 40
2. Calculons p (C) :
L’événement C : < obtenir au moins deux boules de méme couleur >
Vv R \% R
c’est-a-dire C' : K ou E oul V Joul| R | donc
% R 1% R
( )_card(C) O xCIHGIXCL+C3+C8 10217
P = ard (@) ~ 3, T 120 20

Probleme 1. (11 pts)

Premiere partie

1 1
Soit f la fonction numérique définie sur |0, 400 par : f () = = + = — lnz + = (Inz)?

2 2
1. Calculons lim f(x), puis interprétons le résultat géométriquement :
z—07T
lim —Inx =400
1 z—0F
Ona: lim x+—= = = et comme [lim Inz = —oo alors donc par somme
z—0t 2 2 z—0t 1 9
lim = (Inx)” = 400
z—0t
on obtient lim x + = — Inz 4 = (Inz)* = +00 c’est-a-dire
z—0F 2 2

lim f(x) =400

z—01

Donc la courbe (C')admet une asymptote verticale d’équation x = 0 (I’axe des ordonnées).
2.

1
a. Vérifions que : (Vz € ]0,+oo[),f(z) =z + 5t (ilnz — 1) Inz



Soit = € |0, 400, on a

1 1 ) 1 1
= [ — — — _ _1
flx) =2+ 5 Inx + 5 (Inx)” =x + 5t Inz (2lna: >

1
donc (Vz € ]0,+00[),f(z) =2 + 5t (3ina — 1) Ina
b. Déduisons que : lim f(z)= 400

T—>+00

lim Inz = +o0

1 r— 400 1
Ona lim x+ 3 = +oo et donc lim Inx (§lnx— 1) = 400

T—>+00 1 T—>+00
lim —1+4 =Inx =400
rT— 400 2

r—>400

1 1
dou lim xz+ 3 + Inx (§ln.:1: — 1) = +o0o c’est-a-dire

(Inz)? A (zn\/z)Q

c. Montrons que : (Vx € |0, +o0[), ——— =
NG

T

Soit z € ]0, +o00[,on a

T

o _ (Ina)’
Déduisons que : Ilim
r—>400 X

2 2 X X = \/5
Ona (Inz) =4 (lm/:?) et comme lim Iny/x = lim MT =0
o Ve e T X—e r — +00 = X — +00

2
donc lim 4(l71/\£5) = 0 c’est-a-dire lim (Inz)

r—>+00 €T Tr—>+00 €T

donc (Vz € 10, +o0), (ln_ﬂﬁ)2 . (ln\/i>2
0

d. Montrons que (C') admet au voisinage de +00 une branche parabolique de direction asymptotique
la droite (A) d’équation y = x :




¢ 1
lim 1+ —=1
Tr—>—+00 21‘
L1 +1(z ) 2
Lo g e o e 1 1 1(1 _lnz
Ona: lim f (@) = lim 2 2 = lim 1+__ﬂ+_(nx) et{ lim — =0
T—rto0 I T—+00 T r—+o0 2 x 2 x T—r+o0 T
Inz)?
\ lz'nJ;L (inz) =0
xr—>+00 x
11 1 (Inz)?
donc_lim 1+2——E+§(m) = 1 cest-ddive.lim r@ _y
r—>r—400 €T €T €T r—r+o0 I
Calculons xﬁﬁ—loo (f () —x):
On a

1
lim (f(x)—2z)= lim x+§+(%ln:c—1)ln:c—m

T—>+00 r—>+00
1 1
= lim —+lnx (—lnx — 1)
r— 400 2
[ lim Inz = +o0o
r—>+00
1 1 .
et comme 1 donc lim — +Inx | =lnz —1 | = 400 par suite
lim =lnx —1=+o0 z—>+002 2
T—>+00
\

lim (@)= 0) =+
Donc la courbe (C')admet au voisinage de +o00 une branche parabolique de direction asymptotique
la droite (A) d’équation y = x.
3.
a. Montrons que : (Vz €]0,1]),(x — 1) + Inx <0 et (Vo € [1,+00[),(z — 1) + Inz >0
— Soit z €]0,1],ona0 <z < lalors —1 < z—1 < 0donc x—1 < 0 et comme (Vz €]0,1]),Inz <
0 alors (Vz €]0,1]), (z — 1) 4+ lnx < 0.
— Soit € [1,4+o0f,on a x > 1 alors z — 1 > 0 et comme (Vx € [1,400[),lnz > 0 alors
(Vz €]0,1]), (z — 1) + lnxz > 0.
(Vz €]0,1]),(z — 1) + Inz <0

On déduit que :
(Vo € [1,+o0]),(x — 1) +Ilnz >0
r—1+Inz

b. Montrons que : (Vm € ]0, —1—00[) Jf (x) = "

La fonction f est dérivable sur }0, 400 [, et pour tout = € }0, —i—oo[ on a



!

f(z) = (:1: + R~ + L (ln:z:)2>

2 2
1 1 1
=1——+-—x2xlIlnx x —
r 2 T
B 1 Inx
N T T
—1+4+Inx
-1+
T
_x—l—l—lna:
N T
, z—1+Inz
donc (‘v’a:E]O,—FooD,f () = ———
T

c. Dressons le tableau de variations de f :
Le signe de f’(z) est celui de z — 1 4 Inx sur }O, +oo[ car ((Vm € }O, +00 D T > O) et d’apres la
(Vz €]0,1]), (z — 1) + Inz <0
question 3-a on a donc on obtient le tableau de variation
(Vo € [1,+0]),(x — 1) +Ilnz >0

sulvant
x |0 1 +0o0
f() — 0 +
+00 +0o0
3
2
TABLE 1 —
4.
a. Montrons que : (Vz € ]0,+o00|), f” (z) = 2= infn
T
La fonction f est 2 fois dérivables sur |0, 4+o00[, et pour tout = € ]0, +oo] on a :
() = (x -1+ lnx)/
x

(x—14+Inz) x oz —(z — 1+ Inx)
2

1
(1+—) Xr—x+1—Inx
T

22
r+1—a+1—Inx
2

T
2 —Inx
= 2

T



_2—lnx

donc (Vx € |0, +o0[), f" (x) = )

x
b. Déduisons que (C') admet un point d’inflexion dont on déterminera les coordonnées

Le signe de f” (z) est celui de 2 — Inz car ((Vx € |0, +o0]) , 22 > 0)
Ona:2—lnz=0&lnr =2z =¢
donc:z>e? < ilnr>22—Inx <0
et:0<zr<etelnr<2e2—Ine>0

par suite
T 0 €2 +o0
f'@) . 0 -
Concavite Convexe Concave
FIiGURE 1 —

1" s’annule en changeant de signe en xy = e* donc le point I (¢2, f (¢?)) est un point d’inflexion
1 1
de (C) et comme f (e?) = e + 3 donc I (62, e? + 5) est un point d’inflexion de (C) .
5.

a. Montrons que : (Vz € ]0,+00]), f () — z = = (Inxz — 1)°

N | —

Soit = € |0, 4o00[,on a

1 1
f(x)—x:x+§—lnx+§(lnx)2—x
1 1
= ——lna:+§(lnm)2

((ln:c)2 — 2lnz + 1)

N — DN — DN

(Inz — 1)
donc (Vx €10, 4+00[), f(z) —x = L (Inz — 1)

Déduisons la position relative de (C) et (A)
On a (Vz €]0,4+00[), f(z) —x > 0et

[\]

f(x)—x—O@%(lnx—l)z—O

& (Inx—1)* =0
Sinr—1=0
S ilnr=1
Sr=e

— La courbe (C) est au-dessus de la droite (A) sur les deux intervalles |0, e[ et |e, +00].



(@) N (A) = {A(e,e)}.
b. Construction (C)et (A)

(C)

(A)

FIGURE 2 —

6.

a. Montrons que H : x — xlnx — x est une fonction primitive de la fonction h : x —— Inx sur

0, +o00

La fonction H est dérivable sur |0, 4o00[, et pour tout = € |0, +00] on a

H' (2) = (zlnx — x)'

1
=lnr+xrx——1

x
=lnr+1-1
= Inx
= h(x)

donc (Vx € )0, 400[), H () = h(z), d’'ot H : x — xlnx — x est une fonction primitive de la
fonction A : x — Inx sur |0, +00].

b. Montrons que : [} (Inz)dx = e — 2

10

S0



En utilisant une intégration par parties, on a
u(z) = (Inx)’ v (r) = —

v(z) =1

donc

/1 " (inz)? de = [z (Inz)?]" — / Snads

done [ (Inz)*dx = e — 2.

c. Calculons en cm? I'aire du domaine plan limité par (C) et (A) et les droites d’équation z = 1

etxr=c¢e

Ona .« = ([ |f (z) — z|dzx) xua, et comme (Vz € [1,¢€]), f (z)—z > 0 et : ua = ||i| x||j|| = lem?
donc

e

o = /(f(x)—x)dm x lem?
on a 1

/le(f(x)—x)dx:/le%—lnx—l—%(ln:z:)de

1 1re
/ <§—ln:r> d$—|—§/1 (Inz)” dx
/ —dr — /lnxdx+1/ (Inz)? dx

2 2.)h

[xr xlnaz‘—x] —i—%(e—Q)

(6—1)—1—1—%(6—2)
5
2

[\DI»—t

D

)
donc & = <e - 5) cm?c’est-a-dire laire du domaine plan limité par (C) et (A) et les droites

5
d’équation x =1 et x = e est (e — §> em?.

11



Deuxieme partie

Soit (u,)la suite définie par :
(’LLQ =1

\(‘v’n S N) JUpt1 = f (un)

1.

a. Montrons par récurrence que : (Vn € N),1 <u, <e

— Pour n =0, on a ug =1 et comme 1 < uy < e alors la proposition est vraie pour n = 0.

— Soit n € N. On suppose que 1 < u, < e, montrons que : 1 <u, <e.Onal<u, <e
et comme la fonction f est strictement croissante sur [1,e] alors f (1) < f(u,) < f(e) et
comme f (e) = e et (Vo ]0,4+00[), f(x) >z alors f (1) > 1 donc 1 < uy,yy <e.

— D’apres le principe de récurrence on déduit que : (Vn € N) ;1 < wu, <e

b. Montrons que la suite (u,) est croissante

On a (Vz €]0,400]), f () > = et comme 1 < u, < e, alors f (u,) > u, donc u,4; > u, par suite
(Vn € N), upq1 — up, > 0. Clest-a-dire la suite (u,,) est croissante.

c. Déduisons que la suite (u,)est convergente

La suite (u,) est croissante et puisqu’elle est majorée par e, alors elle est convergente.
2. Calculons la limite de la suite (u,)

La fonction f est continue sur [1,e], et f ([1,¢]) C [1,¢] et la suite (u,) est définie par :

U():l

et la suite (u,,) est convergente sa limite ¢ vérifie 1 < ¢ < e, donc
(vn S N) y Unt1 = f (un)

la limite de (u,) est la solution de 'équation f () = x dans l'intervalle [1,e] et comme e est
I'unique solution de 'équation f (z) = x sur [1, €] alors ¢ = e c’est-a-dire
lim u, =e.

n—>-+oo
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