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CORRECTION EXAMEN

EXERCICE 1 .
Ug = 2

Soit (up)nen la suite numérique définie par : ]
(Vn € N)  Jupqq = g(un —4n —1)

et : v, = u, +n — 1, pour tout n de N.

1
1. Montrons que (v,)nen est une suite géométrique de raison H :

Soitn € N, on a

Uny1 = un+1—|—n+1—1
= Upy1+N
1
= g(un—4n—1)+n
1,41
T opr Tt Ty
1 +1 1
= —un _n__
5 5 5
1
= (u, -1
5(u +n—1)
1
= —Un
5

1
donc (Vn € N) | v,41 = gvn

1
d’ot, la suite (v,)nen est géométrique de raison £ et de premier terme vy = 1.

2. a) Calculons v, en fonction de n :

v =1
On a:v, =19 X q" et comme 1 donc
=3
(Vn € N), Un:<%>n

b) Déduisons u,, en fonction de n :
Soit n € N, on a

1 n
Up=U, +N—1 <= up,=0v,—n+1 <= “":<g) —n+1



donc (Vn € N), u,

5
Déterminons lin}r Uy,
) n\" 1 )

Ona: lim -] =0 (car —1<=<1]| et comme lim

n—--+o0o 5 5 n—--—+o00

1 n
donc lim <—) —n—+1=—oc0 cest-a-dire lim wu, = —o0.
n—--+4oo 5 n—---+o00

3. Montrons que : (Vn € N), T,

Soitn € N, on a

donc (Yn e N), T,

1
(5=
i

Montrons que : (¥n € N), S,

1

4

2

Vo + U1+ ... + U,

1 n—0+1
- ()
5
Vg X 1
1—=
5
1
o 5n+1
4
5
5 1
4 (1 B 5n+1>
1 5 1
4 Hn
(n+1)(n —2)




Soitn € N, on a:

Sn = U0+U1++un

= ((%)0—0+1>—I—((%)1—1-1—1)+...+((é)"—n+1)

N\’ /1\' 1\"
= g + g 4+ ...+ g — 0+14+24+...+n +(1+1+...+1)
(N ~~ 7/ N —— s’
N La somme d’une suite arithmétique n+1 fois
-7,
1
= Tn_n(n; )—l—n—l—l
—n
—n + 2
— Tn+(n+1)( 5 )
B (n+1)(n—2)
= n 5
(n+1)(n—2)

donc (VneN), S, =1, — .

EXERCICE 2 .
On considére dans le plan complexe (P) les points A, B et C' d’affizes respectives : z4 =
—4  zg=-—1 +iV3 et Zo = —1ZB.

1. a)
e Montrons que le trinagle OBC' est isocéle.
Ona: OB = |z5—z0| = |25] = /(=1 +V3 = Vi=2 et OC = |z2¢| =
|—izp| = |—i| X |zB] = 2. Donc : OB = OC. Ceci signifie que le triangle OBC

est isocéle en O.
—— T
e Montrons que : (OB, OC’) =-3 [27]
On a

(a_é, O_c’*)
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b) e Une forme trigonométrique du complexe zp :
On a: |zp| =2, donc

\/§<—1£> =2 (eos () 1o (X))

e Déduisons que le point B appartient au cercle de centre O et rayon 2 :
On considére (C) le cercle de centre O et de rayon 2. Alors pour tout point

M d’affize z appartient o (C) :

Me(C) < OM =2 < |z| =2

et comme : |zp| =2, donc : B € (C).

c) Construisons les points B et C':
Déterminons une forme exponentielle des complexes zp et z¢ :

2 2 2m
Ona:zg=2 (cos (%) + 7sin (%)) = 2¢'3

ona:zC:—izB:—i(—1+i\/§) =3 +1i, et: |zo| = 2, donc :

3 1 S
20 =2 <§ +z§> =2 (cos (%) + i sin (%)) = 2¢'6

d’ot

2. Soit D le point d’affize : zp = (1 —i)zp.

a) Montrons que le quadrilatére OC DB est un carré.
Ona:0OB=|zg|=2,et:CD = |z2p —z¢| = |(1 — i)z +izg| = |zp(1 —i +1)| =

|z| = 2. Donc : OB = CD. D’autre part, on a: OC = |z¢| = |—izp| = |z5| = 2

et BD = |zp — zg| = |z| = 2. Donc : OC = BD, d’ot on obtient : OB = CD =
e — T

OC = BD, et comme : (OB,OC’) =-3 [27]. On déduit que le quadrilatére

OCDB est un carré.



b) Montrons que : Aff(A—B)) =3z,
On a

Aff(AB) = zp—za
= —1+iV/3+4
= 3+iV3
= V324+iV3
= V3(V3+i)
= V32

c) Déduisons que les points A, B et D sont alignés :

Ona:
2B — ZA V3zo

Zp — 2B (1—14)zp — 2B’
_\/giZB
m(l—i—1)
—\/3izp
—1ZB

= V3eR

g — 2
& A ¢ R, d’ou les points A, B et D sont alignés.

donc
ZD — 2B

d) Calculons laire du quadrilatére OADC' :
Graphiquement on remarque que le quadrilatére OADC' est un trapéze rectangle.

Démontrons cette constatation !!
Pour montrer que le quadrilatére OADC' est un trapéze il suffit de prouver que



les droites (AD) et (OC) sont paralléles. Donc, montrons que : 22=2 € R.

-
2o — 2o zZo
ZD — %A - ZD — ZA
—1iZB
T (1—i)zp+4
B V3+i
3 4+VBHi(1+V3)

(V3+1i) 3+ v3—i(1+V3))
(B+V3+i(1+v3)) (3+V3—i(l+V3))
4v/3 + 4 .
8v3+16

Ceci signifie que le quadrilatére OADC' est un trapéze rectangle.

Calculons 'aire du trapéze rectangle OADC :
On a:

(grande base + petite base) X hauteur

2
(AD + OC) x DC

2

Aire =

Calculons : AD, OC et DC':

Ona: AD = |zp — za| = |(1 —i)ep + 4| = |1 — i) (=1 +iv3) + 4| = |3+ VB +i(1 + V3)| =
2(V3+1), et: OC = |z2¢| = 2 et DC = |z2¢c — zp| = |—izp— (1 —i)2p| =

|—zp| = 2. Donc, on obtient :

Aire =

LMD R ET S I

Probléme d’analyse 3 (11 points)

Partie N1 Soit g la fonction définie sur R*" par: g(z) =1+ zlnx

1) Montrons que : (VYx € R*"), ¢'(z) =1+ 1nz.
La fonction g est dérivable sur]0,4o00].
Soit x € ]0,400[, on a
dx) = (1+znz)
= (1)+ (zlnx)
1
= lnzx+xx—

x
= l4+Ilnz

donc (Vx € 10,+00[), ¢'(z) =1+ Inz.



2) Dressons le tableau de variations de la fonction g :

Soit x € ]0,400[, on a
Jd(@)=0 < 14+lnz=0 < hez=-1 < z=¢!

Ona:z>e! <= Inz>-1 <= 1+hnz>0 < ¢(z)>
et 0<z<e! <= lnz<-1 <<= 1+lnz<0 < ()<

d’ot

g/(x) — (}' +

La justification des limites en 0 et 400 :

lim, o+ g(x) = lim 14+zne =1
z—0
On a
lim g(z) = lim 1+ zlnz=+o0

T—+00 xr—>+00
3) Montrons que : (Vx €]0,+00[), g(x) >0
D’apés la question précédente, on déduit que la fonction g admet une valeur minimale

1 1
absolue en point d’abscisse — sur |0, +oo[. Donc on a : (Yx >0), g(z) > ¢ (—) et
e e

1 1
commeg<—> =1—=>0, dou:
e

(Vx €]0,+00[), g(x)>0.

4) Montrons que : Yx € R*", (x —1)Inz > 0.

On distingue deuz cas :

Inz <0
ler cas Si: x €]0,1], alors : donc (Vx €1]0,1]),(x —1)Inz > 0.
r—1<0
Inz >0
2éme cas Si:z € [1,+0o0], alors : donc (Vx € [1,+00[), (z—1)Inz >
r—12>0

0.
On déduit que : (Vz € ]0,+0o0[), (z—1)lnx >0

1
Partie N2 On considére la fonction f définie par : f(z) = (Inx)? + =41
x



1)-a) Déterminons Dy, puis calculons lim f(z) :

T——+00
Ona:Df={zxeR/ x>0} =]0,+00].
lim (Inz)>+1=+oc0

r——+00
Inz
On a = lim (lnz)’+ — +1= 400 d'ou
. Inz T—>+00 z
lim — =+
r—+00 I

lim f(z) = +o0.

r——+00

b) Montrons que : lim f(z)= —o0:

z—0t
lim f(z) = lim (Inz)*+ Inz +1
z—0t N z—0t T
1 1
= lim (Inx)* |1+ + = —00
T 0t N et zlnz,  (Inx)?
N\+oo T~ ——
\—00 0
donc lim+f(x) = —00. D’ou la courbe (Cy) admet une asymptote verticale d’équation
z—0
o =0.
2)-a) La fonction f est dérivable sur |0, +o00].
Soit x € ]0,400[, on a
, , Inz '
fl(x) = (Inx) +7+1
- xx—1
_ 2lnx  Z x2 nx
x x
2lnz 1—-Inz
= + -
x x
2zlnx —lnx +1
rlnx+zlhnz —lnx+1
In(z).(x —1)+1+4+zlnz
(x —1)Inz + g(z)

(x — 1)1nx+g(m).

2

donc (Vx € ]0,4+00[), f'(z) =




b) Une équation de la tangente a la courbe (Cy) en point d’abscisse 1 est : y = f'(1)(z —
fr)=1
1)+ f(1) et comme donc : (A) :y = x.
f=1

c) Montrons que f est strictement croissante sur |0, +0o0] :

On a: (Vl‘ c ]0,+OO[), f/ ($) _ (CU — 1) 1I12£L' —I—g(x)

(x —1)Inx+ g(x) sur lintervalle |0, +o00[, on a (Vz € ]0,+00[), (z—1)Inz+g(x) >0
(d’apres la question la partie 1) d’ou (Vz € 10, +o0]), f'(x) > 0.

d’ou le signe de f'(x) est celui de

Finalement la fonction f est strictement croissante sur |0, +00].

Déduisons le T.V de f:

x (@) o0
S(@) +
—+o0
—00
- (Inx)?
3)-a) Montrons que : lim = 0.

r—>+00 €T

Soit x €0, 400[, on a

(nz)”  (In(\/x)%)?

(LT L 4(1nﬁ)2 ' (IHX)2:O X =z

r—+00 x r—+00 T X—+4o00 X T —> 400 X 400
donc
~ (Inz)?
lim =
xr—>+00 €T
x
b) Déduisons que : lim & =0

r——+oo I



On a

1
(Inz)? + =1

TG T L
r—+00 I r—400 €T
o (Inz)? Inaz 1
= lim —_—+ -
T—>+00 xT xQ A
In z)? )
lim ( ) =0
r—>+00 T
lInx)? 1 1
et comme lim ln_x:() alors lim (In-2) —i—ﬂ—l——:() d’ot
T—+00 2 T—to0 I 2 x
1
lim — =0
Tz—+oo )
T
lim &:0.

r—+00 I
La courbe (Cy) admet une branache parabolique de direction laxe des abscisses au
voisinage de +00.

4)-a) Montrons que ’équation f(x) =0 admet une unique solution dans ]0,+oo| :
La fonction f est continue et strictement croissante sur |0, +oo[, de plus f(]0,4+o00]) =
liné+f(a:), lirE f(x)[ = |—o00,+00] = R. Comme 0 € R, alors on déduit que

Uéquation f(x) =0 admet une unique solution o dans l'intervalle |0, +o0].

, 1
o Vérifions que : = < a < = :

4 4
1
5 1n<—
La fonction f est conti L3 t f L 1 ! + - +1
- = : -|=(In(- =
o fonction f est continue sur | 7,71, et on a 1 1 1
4
3)
5, Inf -
2,623365 et f 3 1 3 + ! +1=0.69918 d'ou : f L X f 3 <
— -|=(In(- =0. : - -
’ “I\1 1 3 ot I\1 1
1 43
0. Donc, d’aprés le T.V.I on a : Z<a<z.

10



b) La courbe (Cy) :

¥
31
(cf)
21 (4)
1+
-5 -4 -3 -2 —I_l. 1 2 3 4 S X
-1+
=gl
—44

5)-a) La fonction [ est continue et strictement croissante sur |0, +oc[, donc elle admet une
fonction réciproque notée f~1 définie sur l’ensemble J = f(]0, +oo[) = R.
b) Montrons que f~' est dérivable en 1 et que: (f~') (1) = 1.

On a: f(1) =1, puisque la fonction f est dérivable en 1 et f'(1) # 0, donc f~! est
dérivable en 1, d’ot :

.1 12 ‘ In? In?1 1
Ona:fﬂdx—[n$] —(ne—n—)——donc
z ) 2 2 2

1
/ ﬂd:p—

b) En utilisant une intégration par parties , montrons que : fle (In x)2 dx :

11



On pose :

u(z) = (Inx)? () = “17“"
_
V(x) =1 v(r)=ux

donc :

/16 (Inz)’de = [aj.(lnx)z]i - 2/1e In zdx

= 6—2/ In xdx
1

calculons l'intégrale : ff In xdx

On pose :
u(x) =lInx u’(:p) = l
> x
Vi(z) =1 v(z) ==
donc :
/ Inzdr = [z.lnx]] - 2/ ldx
1 1
= e—[z]]

d’ou ff Inzdx = 1 donc

/ (Inx)*dr =e—2
1

c) Déduisons Uaire délimité entre (Cy), et (Ox) et les droites d’équations : x =1 et x = e.

La fonction f est positive sur [1,¢€], donc :

Aire = (/1 £ ()] d:zc) ua = (/lef(x)da:) cm?
Inx

Calculons : | f(z)dx
(Inz)* + — + 1dx

On a
/lf(x)dx = "

e 61 e
- /(1nx)2dx+/ ﬂd:wr/ 1do
1 1 7 1

—

1
= (e—2)—|—§+e—1
5
— 22
‘T3



donc -
Aire = <2€ — 5) cm?

7) Graphiquement la courbe (Cy) est au-dessous de la droites (A) d’équation : y = x sur
10, +00[. donc :
(Ve e R*), f(z) <=z

La courbe (Cy) et la droite (A) se coupent en point d’abscisse 1. Donc 'équation f(x) =
x admet une unique solution 1 sur ]0,+o0].

Ug = 2
Partie N3 On considére la suite (u,)nen définie par :
(VTL € N) y Un41 = f (un)

1) Montrons que : (Vn € N), w, > 1.

Pour n = 0, on a ug = 2 et comme ug > 1 alors la prposition est vraie pour
n = 0.

1. Soit n € N. On suppose que u, > 1, montrons que : u, 1 > 1.
On a u, > 1, et comme la fonction f est strictement croissante sur |0, 4o00] alors
flun) > (1), d’ott upyq > 1.
D’aprés le principe de récurrence on déduit que

VvneN, wu,>1

2. Ona (Vz €]0,+0[), f(x) <z et comme u, > 1, alors f(u,) < wu, donc ups1 < uy,
d’ot
(VneN), up1 —u, <0
d’ot la suite (up)nen est décroissante.

Déduissons que la suite (uy,)nen est convergente.

La suite (up,)nen est décroissante et puisqu’elle est minorée par 1, alors elle est con-
vergente.

3. Calculons : lim w,

n—--+400
La fonction f est continue sur [1,4o00[, et f([1,4+00]) C [1,400] et la suite (uy),
est définie par : ug € [1,+00[ et upp1 = f(un) pour tout n € N et la suite (un), o
est convergente sa limite { vérifie £ > 1, donc la limite de (uy),cy est la solution
de Uéquation f (x) = x dans Uintervalle [1,4o00[ et comme 1 est l'unique solution de
Uéquation f (v) = x sur [1,+o00] alors : lim wu, = 1.

n—---+00
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