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CORRECTION DE LA SERIE

EXERCICE 1 .
1. Soit g la fonction définie par: g(x) = 2> —1+2In(x).

a) Déterminons D, et étudions les variations de g :
Ona:Dy={xeR /xz>0}=]0+00.
La fonction g est dérivable sur |0, +o0] et pour tout x € |0,4+o00[ on a
1 22242

g (z) = (:132—1—1—21n(x))/:2x—|—2><—:
T T

B 222 + 2

donc (Vx € ]0,+00]), ¢ () d’ow (Vz €]0,400[), ¢ () > 0 c’est-a-
dire la fonction g est strictement croissante sur |0, +oo|.
Dressons le tableau de variations de f :

lim 2% —1= 400

r—>+00

On a: = lim g(z) =+
lini 2In (z) = 400 T
lim 22 - 1= -1
z—0t
et = lir%+g () = —0
lim 2In(z) = —o0 o
z—0t
r [0 +o¢
g(x) +

—+0oC

b) Calculons g (1), puis étudions le signe de g (x) :
Ona:g(l)=1—-1+2In(1) =0.



On a la fonction g est strictement croissante sur l'intervalle |0,+o00] et on a
g (1) =0 alors

0 < 2<1 = g(x)<g(1l) = ¢g(x) <0

r > 1= gx)>g(1) = g(x)>0

(Ve €]0,1]), g(z) <0
donc :

(Vo e [1,400[), g(z)>0
D’ot le tableau de signe de g :

x |U 1 +o<
g - 0+
. o z?—1
2. Soit f la fonction définie par : f(z) = ——In(z)
x

a) Déterminons Dy puis calculons les limites de f aux bornes de Dy :
Ona:Dy={zreR/ x>0} =]0,+00].

2 2
. ¢ —1 . T
lim — = lim — = 1
r—+o0o o r—+too .
On a: = lim f(z) =+o0
r— 400
lim Inxz = +o0
r— 400
2
lim —— ! :”_—1” = —00
— 50+ £C2 O+ .
et = lim f(z) = +o0.
. r—01
lim Inz = —o0
r—01

b) Etudions les variations de f :



La fonction f est dérivable sur Dy, et pour tout x € ]0,400[ on a

r - (S <x>)'

x
2 —1Y) 21
— ( = )xln(m)—i— " x In' ()
(22— 1) x 22 — (2% — 1) x (2?) 21 1
= X Inx + X —
vt T x
2z x 12 — (22 — 1) x 2z -1 1
= X Inx + X -
rt T T
223 — 223 + 2z 2?2 —1
= Inz +
4 x

3 —x+2xlnx

4

x
z(2? —142Inx)

4
=142z
- =
9@
- =
T
donc (Y € Dy), f’(x):g(B).
T

Déterminons le signe de f' () sur lintervalle |0, 4o00] :
Le signe de f'(x) est celui de g (x) sur]0,4+o0l. (car (Vz €]0,+0oc[), 2* > 0).
D’apres la partie 1 on déduit le tableau de variations de f :

r |0 1 +0oC

fz) — ( ) +
T T

T~

0

b) Etudions les branches infinies de (Cy) :

On a lim+f () = 400, donc la courbe (Cy) admet une asymptote verticale
z—0
d’équation x = 0.
. N C)
Ona lim f(z)=+oo, calculons lim
r— 400 r—+o0 I



On a

2 —1 |
nx
1 / (ﬁ) I T
= i
r—+oo r— 400 €T
2
—1
= lim L Inz
r—+o0
1 1
= lim (— — —> Inz
r— 400 €T 3;3
1 1
= lim (— — —> Inz
r—+00 €T x3
Inx 1 Inz
= m — — — X —
T—foo 2 x
1 | | 1 1
et comme: lim — =0 et lim ﬂ:()alors lim ﬂ——><M:()alonc
z—+00 12 z—+o0 I z—+o0 T g2 T

- flo)

lim
r—+oo I
l'aze des abscisses au voisinage de +00.

d) Construction de la courbe (Cy) :

= 0. D’ot la courbe (Cy) admet une branche parabolique de direction

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 X
-1+
-2+
_3,,
-4+
EXERCICE 2 . .
Soit f la fonction définie par: f(x) =z +In (CE I_ 1> .
T

1. Déterminons Dy :

r—1
Ona: D= eR 1#0 et >0
n a 7 {x / x+1#0 e ] }



est le suivant :

Tableau de signes de T

ro|—o0 —] 1 +4=o¢
r—1| — — (H +
- 0 + +
j—j + -0+

donc : Dy = |—o00,—1[U |1, 4+00].

2. Montrons que f est impaire :
Ona (Vz € Dy), —z € Dy.
Soit x € Dy, on a

flea) = —I—i—ln(:z;i)

donc (Vx € Dy), f(—x)=—f(x). Dot la fonction f est impaire.

3. Calculons lm f(z) et lilri+ f(z):

T——+00
.oorx—1 .o ) x—1 .
& On a: lim = lim — =1 alors lim In = lim In(X) =
z—stoox + 1 r—400 r—> 400 x+1 X—1
JR— x —
0 oo+ et comme lim x = 400 donc par somme on
r— +oo=—=X —1 Theo

5



-1
L 1> = 400 d’ou

z—>+00 T +

obtient lim z -+ In (

lim f(z) =400

T—>+00
-1 -1 —1
L) On@iwﬁlhi 1 = 0" ((VZCE]L-FOOD, z_—|—1>0) alorszhlq ln(z+1) =
_x—1
lim In(X) = —o0 o +1 et comme lim xz =1 donc
X—0% r— 1t — X — 0F z—1+

, ) x—1 .
par somme on obtient lim x + In ( ) = —o0 d’ou
z—1+ rz+1

lim f(z) = —oc0
4. Vérifions que la droite d’équation y = x est une asymptote de (Cy) au voisinage de
+00:
. . z—1 ) z—1
Ona: lim f(zr)—xz= lim z+In —z= lim In =0, c’est-
T—+00 r—+400 x4+ 1 T—>400 z+1
a-dire lirg (f () —x) = 0. Donc la droite d’équation y = x est une asymptote de

(Cy) au voisinage de +o0.

2?41

22—1

5. a) Montrons que : (Yx € Dy), f' (v)

est dérivable et strictement positive sur Dy alors la

La fonction u : x —
T+

fonctionv : x — In (u(x)) est dérivable sur Dy et comme la fonction w : x — x
est dérivable sur Dy donc la fonction f = w + v est dérivable sur Dy. Pour tout



x € Dy, on a

= 1
* r—1
r+1
(2=1) (a+1)— (e—1) (e+1)’
(z+1)
=1
+ rz—1
z+1
r+1)—(x—1
ISR RCEL
l‘_
1)% x
(x+1) )
= 1+ 2
(x+1)(z—1)
2
- 1+
2 —1
2?41
21
2 +1
donc (Vx € Dy), f'(z) = :
2 —1

b) Dressons le tableau de variations de f :
Le signe de f'(z) est celui de x* — 1 sur Dy (car (Vz € Dy), 22 +1>0)
On a

?-1=0 <= (-1 (24+1)=0 < 2-1=0 ou 2+1=0 <= z=1louzr = —1

Le tableau de signe de x> — 1 est :

r [—oo —1 1+
w21 + ¢ - )+

Le tableau de variations de f est le suivant :

S —1 1 +00

+

| /// =




3
6. Montrons que (Cy) coupe Uaze des abscisses en point d’abscisse o compris entre 3 et
2:

3 f (Z) = 2 Inb 3
La fonction f est continue sur [5,2] et on a donc f (5) X
f2)=2

f(2) < 0 donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiares, il existe au moins o €

3
} o 2{ tel que : f (a)) =0, c’est-a-dire la courbe (Cy) coupe l’aze des abscisses en point
d’abscisse o compris entre 3 et 2

7. La construction de (Cy) :

8. Soit g la restriction de f sur |1, +o0].
Montrons que g admet une fonction réciproque d’un intervalle qu’il faut déterminer

La fonction g est continue et strictement croissante sur |1, +oo[ alors elle admet une
fonction réciproque g~ définie sur J = g (|1, +o0]).

On a
J=g(1,+o0|) = lirrhg (x), liIE g () [ = ]—o00,4+o0[ = R.
EXERCICE 3 .
On considére la fonction f définie sur]0,2[ par: f(x) =In (2 L > :
—

1. a) Calculons lim+f () et lim f(x):

r—0 r—27



Ona: lim —— = 0% alors lim 111( - ): lim In(X) = —o0, c’est-
z—0T 2 — T z—0%1 2—=x X—07t
a-dire lim f (x) = —o0.
z—0

Ona: lim 2—x=0" (r — 2" =2 <2 = 2—12>0)alors lim A

r—27 r—2- 24 — X

+00 donc lim ln( - ) = lim In(X) = +oo, c'est-a-dire lim f(x) =
x—27 2—x X—+o00 r—2~
+00.

b) La fonction u : x —— est dérivable et strictement positive sur ]0,2[ donc la

—
fonction f =1n(u) est dérivable sur|0,2[. Pour tout x € ]0,2[, on a

o - (o(:)

(@) 2-—2)—2(2-2)

2
donc (Vx €]0,2]), f'(z) = ————.
x(2—x)
c) Dressons le tableau de variations de f :
Le signe de f'(x) est celui de 2 — x sur]0,2[ (car (Vz €]0,2[), = > 0)

Ona: 2—x2=0 < z =2 donc




d’ou le tableau de variations de f :

xr |0 2
fx) +
+0oC
f /
—0Q

d) Une équation cartésienne de la tangente (T') a la courbe (Cf) est :

fr(1) =2
y=f'(1)(x—1)+ f (1) et comme donc (T) : y =2z — 2.
f(1)=0

2. On pose (Vx €10,2]), ¢(z) = f(x)—=.

a) Montrons que :

3
3\ ,/3\ 3 3\ _ 2 |- N
On a <p<§>—f(§)—§etcommef<§)—ln ) 3 =In(3) =11
5 2
doncgp<§>:—0,4d’oug0(—)<0
7
_ N (T 7 7\ 1 | B
On a: g0<z>— (4) 4etcommef<4>—h1 2_7 =1In(7) =1,94
4

7 7
donc ¢ (Z) =0,19 d’ou (Z) > 0.
7

3

b) Déduisons que l’équation f (x) = x admet une solution « telle que : 3 <a< i
3

%) (—) <0
2 3

alors (—) X

7 2
-]1>0

% (Z) < 0 donc d’apreés le théoréeme des valeurs intermédiares, il existe au moins

37

La fonction ¢ est continue sur [5, ﬂ et comme

10



7
a € }— —| tel que (o) = 0 d’ou l'équation f(xr) = = admet au moins une

274
37
solution o dans | =, - | .
2°4
Interprétation graphique
La courbe (Cf) coupe la droite d’équation y = x en point I (o, o).
c) Montrons que f admet une fonction réciproque f~1 définie sur J :

La fonction f est continue et strictement croissante sur |0, 2] alors elle admet une
fonction réciproque f~' définie sur J = f(]0,2[).
On a

J=7(00,2)) =| lim f(x), lim f(z)|=]—o00,+o0[=R.

z—0F T—2~

3. La construction de (Cy) et (Cy-1) :

La courbe en rouge présente la fonction f et en blue présente la fonction f~1

FIN
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