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SUITES NUMERIQUES

Généralité sur les suites numériques

Définition et Notation

Définition 1 .

Une suite numérique u est une fonction dont l’ensemble de définition est N ou une de
ses parties. A la variable entiére n, on associe le nombre u (n) appelé terme de rang n de
la suite u. On a donc u : n—— u(n). On note souvent u, le terme de rang n ou le terme
général de la suite u.

Notation

Lorsque la suite u est définie sur N, u se note (u,),cy 0u (Un), 5o ou (uy).
. 2 : *
Lorsque la suite u est définie sur N*, u se note (u,),cn- OU (Un),>q -

Exemple 2 .

&
u: N — R

n — 2n+1

se note par (un)neN ot u, = 2n + 1 et son premier terme est ug = 1.
Exemple 3
v: N — R

2
n — 14—
n

2 .
se note par (U”)nGN* ou v, = 1+ — et son premier terme est v; = 2.
n

[ )
w: N\ {0,1} — R
n+2

n +— —

n(n—1)

\ n+2 .
se note par (Wy,),~, 0U W, = ——— et son premier terme est wy = 2.
= n(n—1)



Deux fagcon de définir une suite

Suite définies par la donnée explicite de leurs termes

Définition 4 .
Une suite (uy), oy est définie de fagon explicite si le terme général u,, s’exprime en fonc-
tion de n.
Vn €N, wu, = f(n) ouf estune fonction numérique

Exemple 5 .

& Soit (uy),cy la suite définie par : (Vn € N), u, = 2n + 3.

On a doncuy=3, uy =5 et us =7.

2
& Soit (up),cn+ la suite définie par = (Yn € N*), u, = —

n
On a doncu; =2, ug=1.

Par récurrence

Définition 6 .

On s’intéresse dans cette legon auzr suites définies par récurrence, c’est-a-dire les suites
définies par donnée du premier terme (ou des premiers termes) et une relation dite de récur-
rence, qui permet de calculer un terme a partir d’un ou plusieurs termes précédents.

Exemple 7 .
Uy = 2

B On donne la suite (uy,), o définie par :
(VneN), u,y =3u, —2

Déterminer uy, us, us et uy.

U = 3ug—2=3x2-2=4
Uy = 3U1—2:3X4—2:10
ug = 3us —2=3x10—-2=28

Uy = 3uz3—2=3X28—-2=282

Vg = 2 , U1 = 1
B On donne la suite (v,),, oy définie par :
Un42 = Up41 + Up



Détermaner vo, v3 et vy.

Vg = U1+’l]0:2+1:3
V3 = U2+U1:3+1:4

Vg = ’L)3+U2:4—|—3:7

Monotonie d’une suite

Définition 8 .
Soit (un),c; une suite numérique (I C N).

W La suite (uy,),.; est croissante si: ¥ (n,p) € I*, n > p=>u, > u,.
W La suite (uy),.; est décroissante si: ¥V (n,p) € I, n>p = u, < u,.

W La suite (uy,),; est constante si: ¥ (n,p) € I, w, = u,.

Propriété 9 .
Soit (Un),cy une suite numérique.

B On dit que (uy), oy est croissante si pour tout n € N, w1 > Uy,
B On dit que (un), oy est décroissante si pour tout n € N, w11 < up,.
B On dit que (uy), oy est constante si pour tout n € N, 11 = uy,

B (u,), .y est dite positive (respectivement négative) siu, > 0 pour tout n € N (respectivement u,, < 0).
La remarque suivante est treés souvent utile lorsqu’on étudie la monotonie d’une suite.

Remarque 10 .
Soit (un),cn une suite numérique.

& (Uy)nen est croissante (respectivement décroissante) si et seulement Si Upyq — U, > 0
(rspectivement u, 1 — u, < 0)

& Si (up)nen est strictement positive, alors (u,) est croissante (respectivement décroissante)
Unp+1 Unp+1 <1 )

> 1 (respectivement
Unp n

st et seulement si

Exemple 11 .



B Soit (uy,), . la suite numérique définie par :

neN
_5n—3
o+ T

(VneN), wu,

Soitn € N, on a
5(n+1)—3 b5n—3

ot = = S ) 17 2m 47
M +5-3 5n-—3
T M +2+7 247
o +2 5Sn-—3
T 249 247
 (Gn+2)@2n+T7)—(Bn—-3)(2n+9)
B (2n+9) (2n+7)
B 41
 2n+9)(2n+7)

41

comme > 0 d’ou

(2n+9)(2n+7)
(Vn eN), Uy —u, >0

donc la suite (uy,), oy €st strictement croissante.
B Soit (vy),cy la suite numérique définie par :

23n
p— 3%.

(VneN), o,

Tous les termes de la suite sont strictements positifs.

Soitn € N, on a

23(n+1)

Unp1 _ 32041
Up 23n
32n

23(n+1) 32n
32(n+1) X 923n
23n % 23 32n
3o % 32 gon
8

9

8
comme 9 <1, d’ou

(VneN), L
Un,

donc la suite (vy), oy est strictement décroissante.
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Exemple 12 .

1
Uy = 5
Soit (un), ey la suite définie par :
6u,, + 4

Vn € N il = —————
(n )7u+1 4un+6

1. Montrer que : (Vn € N), wu, > 1.

2. Montrer que (uy), oy est décroissante.

& Pourn =20, on auy =4 alors uy > 1.
Soit n € N supposons que u,, > 1 et montrons que u,,1 > 1.
On a

6u, +4
4u, + 6
6u, +4 — 4u,, — 6
4u, + 6
2u, — 2
4du, + 6
U, — 1
2u, + 3

Up+1 — 1 =

comme u, > 1 alors u, —1 >0 et 2u,, +3 > 0 donc u,+ 1 —1 > 0 c’est-a-dire u,1 > 1.

D’ou, d’aprés le principe de récurrence

(VneN), u,>1

& Soitn €N, on a

6u, + 4
Upt1 — Un = A +6_un

4 — 4u?

4u, + 6

2 —2u?

2u, + 3

on a déja vu que 2u, +3 > 0 et comme u,, > 1 alors ui > 1 donc 2 — 2ui < 0 par suite

(Vn e N), upy1 —u, <0

donc la suite (uy), oy est décroissante.



Suites majorées, suites minorées, suites bornées
Définition 13 .

B La suite (uy), oy est majorée s’il existe un réel M tel que pour tout entier n € N, u,, < M.

B La suite (uy), oy est minorée s’il existe un réel m tel que pour tout entier n € N, u, > m.

B Une suite a la fois minorée et majorée est dite suite bornée.
Remarque 14 .

B Les suites de terme général cosn ou (—1)" sont bornées.

B Lo suites de terme général n?® est minorée par 0.

Exemple 15 .
Soit (un), ey la suite numérique définie par :

24 cosn

(VTLEN), un:m

Soitn € N, on a
—1<cosn<1l <= 1<24cosn<3

et
1

3 —siny/n

1
< < =
- -2

1
—1<sinyn<1 <= 2<3—-siny/n<4 < 1



donc
d’ot

ceci signifie que la suite (uy), oy est bornée.

Exemple 16 .
Soit (un),cy la suite numérique définie par :

(Vn €N), u, =3n®>+6n—4
Monrtrer que la suite (uy), oy est minorée par —T7.
& SoitneN, ona

Uup+7 = 3nP4+6n—4+7
= 3n®+6n+3
= 3(n*+2n+1)
= 3(n+1)°

comme 3 (n +1)° >0 donc
(VneN), u, > -7

d’ot la suite (uy), oy est minorée par —17.

Suites arithmétiques

Définition des suites arithmétiques

Définition 17 .

Soit (un), ey une suite numérique.

La suite (uy), oy est arithmétique si et seulement si il existe un réel r tel que pour tout
entier n € N, u, 1 = u, + r, le nombre r s’appelle alors la raison de la suite arithmétique

(Un)neN .

Autrement dit :
Une suite est arithmétique lorsque I'on passe d’un terme au suivant en ajoutant le méme
nombre 7.



Comment reconnait-on une suite arithmétique ?

Propriété 18 .
Une suite est arithmétique lorsque la différence entre deux termes consécutifs est con-
stante. On a alors :
(VneN), upy1 —up =7

Exemple 19 .
Montrer que la suite (un), oy définie par : u, = 2n + 3 est arithmétique.
On calcule la différence entre deux termes consécutifs quelconques.
Soitn € N, on a

Upi1 — Uy, = 2(n+1)+3—(2n+3)

donc
(Vn e N), upy1 —u, =2

Ceci signifie que la suite (un), .y est une suite arithmétique de raison 2 et de premier
terme ug = 3.

Expression du terme général en fonction de n

Propriété 20 .
Soit (un),cn une suite arithmétique de raison 7.

|
(VneN), wu, =uy+nr

[ ]
Y (n,p) e N2, Up =u, + (n—p)r

Démonstration 21 .

B Soit (uy),cy une suite arithmétique de raison r.

Montrons par récurrence que : (Vn € N), u, = ug + nr.

e ug+ 0 X r=uwugy et donc l’égalité est vraie pour n = 0.

e Soit n € N. Supposons que u,, = ug + nr et montrons que u,+1 = ug + (n+ 1) 7.
On a

Upr1 = un+71 (d’aprés la définition de la suite arithmétique)

Uy +nr+71
= w+(n+1)r

e D’aprés le principe de récurrence on déduit que

(Vn e N), wu, =ug+nr



B Soient n et p deux entiers naturels. u, = ug + nr et u, = ug + pr. Donc
Up — Uy = (Uug +nr) — (ug +pr) =nr —pr = (n—p)r

donc
V(n,p) e N? o, = u, + (n—p)r

Exemple 22 .
Soit (un ),y une suite arithmétique de premier terme ug = 3 et de raison r = 5.
Donner u,, en fonction de n.

On a
(VneN), w, =uy+nr
donc
(VneN), wu,=3+5n
Exemple 23 .

Considérons la suite arithmétique (uy,), oy tel que : us =7 et ug = 19.

1. Déterminer la raison et le premier terme de la suite (uy,)

neN -
2. Exprimer u, en fonction de n.
B On exprime ug en fonction de us, on a alors :
12
ug=1us+(9—5)r <= 19=7T+4r < 12=4r < r:Z:?).

On peut alors trouver uy.

Us = Uy + 3 XD < ug=7—15= -8
B On exprime u, en fonction den :
U, = 3N —8

Sommes de termes consécutifs d’une suite arithmétique

Propriété 24 .
Soit (uy),cy est une suite arithmétique. Soient n et p deuz entiers naturels tels que p < n

(premier terme + dernier terme) X (nombre de termes)

Up + Upp1 + oo + Uy =

2
Uy + Uy,
2
Remarque 25 .
. (uo + uy)
Sip=20 alorsu0+u1+...+un:Tx(n+1).



Exemple 26 .
Soit (un),cy une suite arithmétique de premier terme ug = 3 et de raison r = 5.

On a
(VneN), wu,=3+5n

Calculons S = ug + uy + ug + ... + u, en fonction de n.

On a
S = Ug + U + U + ... + Uy
_ <u0 + un> L)
_ <3 +3+ 5n> 1)
_ (6 +5n ) 1)
2
Exemple 27 (Avec le symbole Z) .
Calculer les sommes suivantes :
67 n n
Zk , Z(Zl{;—l) avec (n € N*) et Z(3k+2) avec (n € N).
k=33 k=1 k=0

E:k::3&+M+35+m+67
k=33

(33 +67) x (67— 33 +1)

= 1750

B Soitn e N* ona

3

(2k—1) = 14+3+5+..+2n—1

B
Il
—

(I+(2n—1)) xn
2

= n2

B SoitneN, ona

(Bk+2) = 245+8+11+...+3n+2

(24+3n+2)x (n+1)
2
(Bn+4)(n+1)
2

10



Exercice d’application 28 .
Uy = 1

Soit (un), ey la suite définie par : 4

4 — u,

(Vn < N) , Upy1 =

1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 1 < u, < 2.

1

Up — 2

2. Pour tout entier naturel n, on pose : v, =

a) Montrer que la suite (v,), oy est arithmétique. Préciser son premier terme et sa
TaiSon.

b) Déterminer v, en fonction de n.

c) En déduire u,, en fonction de n.

Suites géométriques

Définition des suites géométriques

Définition 29 .

Soit (un),cn une suite numérique.

La suite (un), oy est géométrique si et seulement si il existe un réel q tel que pour tout
entier naturel n, U, 1 = q X Uy, le nombre q s’appelle alors la raison de la suite géométrique

(un)nEN :

xXq Xq xXq

f\/\/\ a

Uz U3 > Uy Up+tl

Autrement dit :
Une suite est géométrique si et seulement si chaque terme s’obtient en multipliant le
précédent par un nombre réel ¢, toujours le méme.

Comment reconnait-on une suite géométrique

Pour montrer qu’une suite est géométrique, il faut donc montrer qu’il existe un nombre réel
non nul ¢ indépendant de n tel que, pour tout n € N

Up+1 = qUp

Autrement dit le rapport entre deux termes consécutifs est constant. On a alors :

(tneN), =g

Unp

11



Exemple 30 .
Soit (un),cy la suite définie par: u, =3 x 2.
Montrer que la suite (un)neN est géométrique. Préciser sa raison et son premier terme.

B Soitn €N, on au, # 0 alors
Un+1 . 3 X 2n+1

= =9
Up, 3 x 2"

donc

(VneN), Lntl _ 9

Unp

On en déduit que la suite (uy), .y est une suite géométrique de raison 2, son premier
terme est ug = 3.

Remarque 31 .

Pour montrer qu’une suite est géométrique, il ne suffit pas de vérifier que, le quotient
Un+1

est constant sur les premiers termes de la suite.
un

Expression du terme général en fonction de n

Propriété 32 .
Soit (un),cy une suite géométrique de raison q (q # 0).

|
(Vn eN), wu, =ugxq"
V(n,p) € N} wu, = up X ¢"°°
Démonstration 33 .
B Soit (uy), oy une suite géométrique de raison non nulle q.
Montrons par récurrence que : (¥Yn € N) | u, = ug X ¢".
o Puisque q # 0, ¢° =1 puis ug x ¢° = ug et donc ’égalité est vraie pour n = 0.

e Soit n € N. Supposons que u, = uy X g et montrons que : u,1q = ug X ¢ L.

On a

un+1 = Up X q
= up X q" Xq
Uy X qn—I—l

e D’aprés le principe de récurrence on déduit que pour tout entier naturel n, u, = ug X q".

12



B Soient n et p deux entiers naturels.
Up = Ug X ¢" et u, = up X ¢¥

o Siuyg=0, on au, =u, =0, alors : u, =u, x ¢"7".
o Siug#0, alors u, # 0. On peut écrire

U _ U0 X g _ 0 g
up Ug X qp qp
donc
V(n,p) € N* wu, =u, x ¢"?

Exemple 34 .
Soit une suite (u,)nen géométrique de raison q. On donne : u; = 4374 et us = 486. Trouver
la raison q et le premier terme ug et uig sachant que la raison est positive.

B On exprime us en fonction de w7, on a alors :

4374
wr = q 0 X uy = 4374 = ¢ x 486 <— qQZE:9 < ¢=3ouq=-3
On obtient les deux solutions : ¢ = 3 ou ¢ = —3. Comme la raison est positive, alors

q=3.

B On peut alors trouver ug.

486

5 5
= — 4 = <— = — =
Us q X Uy 86 3° X U U 3

B On peut alors trouver ug.

10-7
Ui = ¢q X U7

= ¢® x 4374
= 23 %4374
= 118098

Sommes de termes consécutifs d’une suite géométrique

Propriété 35 .
n est un entier naturel non nul et g un réel différent de 1 alors on a :
o qn+1

1
1+q+q2+q3+...+q”:Tq

13



Démonstration 36 .

On note
S=14+q+@F+¢F+...+¢"
et
gxS=q+¢ ¢+ +q¢" +.. + M
Ainsi :

S—qgx 8§ = (1+q+q2+q3+...+q")—(q+q2+q3+q4+_‘_+qn+1)
— 1_qn+1

done . -
g1
1—g¢q
Propriété 37 .
Soit (un)nen une suite géométrique de raison q # 1. Soient n et p deux entiers naturels
tels que n > p.

. nombre de termes de la somme
, 1 — (raison)
Up + Upr1 + ... +u, = (premier terme de la somme) x

1 — raison
1— n—p+1
—-q

Remarque 38 .

1_qn+1
Sip=20 alors:u0+u1+...+un:u0><1—
—4q

Démonstration 39 .
Soient n et p deux entiers naturels tels que n > p. Comme q # 1, alors

Up + Upp1 + oo F Uy = Uy + Uppr + ...+ \uﬁ/
=qn—P xuy,
Up + Uptr1 + ... +up X ¢"7F
uy (14 g+ +0" + ..+ ¢"7)
1— gvrtt

= X
Uyp 1_q

Exemple 40 .
Soit (Un)neN une suite géométrique de raison q = 2 et de premier terme vy = 3.

On a
Vn e N, v, =3(2")

Calculons S,, = vg + v1 + ... + v,, en fonction de n.
On a

S, = vg+uv+..+v,
2n+1_1
= IxX | ———
(5
= 3(2"'-1)
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Exemple 41 <avec le symbole Z)

Calculer les sommes suivantes :

10 n

5
22’“ et Z? avec (n € N¥)
k=0

k=1

10
22"3 = 2042l 492 4 4210
k=0

1— 210—0+1
T 1-2
= 211
= 2047
B Soitn € N*, on a
"5 "1
g~ Y25
k=1 k=1

Exercice d’application 42 .
Ug = —1
Soit (un),cy la suite définie par :
(VneN), up =3u, —4
Pour tout entier naturel n, on pose : v, = u, — 2

1. Montrer que la suite (v,), oy est géométrique. Préciser son premier terme et sa raison.
2. Déterminer v, en fonction de n.

3. En déduire u, en fonction de n.

FIN
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