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CORRECTION DE LA SERIE

EXERCICE 1 .
V3+cosx —2
f(z)= > si x#0
On considére la fonction [ définie par : .
-1
f(0) = ry
Montrons que la fonction f est continue en 0 :
On a :
. . V/3+cosx —2
lim f(z) = lim
x—0 r—0 ZEQ
) 3+cosx—4
= lim
r—072 (\/3 + cosx + 2)
) —1+cosw
= lim
072 (\/3 + cosx + 2)
_ — (1 —cosx)
= lim
2022 (\/3 4 cosz + 2)
. — (1 —=cosx) 1
= lim 5 X
—0 x V3 +cosz + 2
. —(1—=cosx) 1
= lim > X
z—0 x V3 +cosx + 2
. —(L—cosx) -1 . 1 1 . .
et comme lim ———— = ¢t lim = — par produit on obtient
e 2 o0 Zroomst2 4
. — (1 —=cosx) 1 -1, — .
lim - X = — c’est-a-dire lim f (z) = — d’ou
=—0 V3+cosz+2 8 #=—0 8

Jim f (@) = 1 (0)
par suite la fonction f est continue au point xy = 0.

EXERCICE 2 .
f(z) =22% -3z siv<—1

Soit [ la fonction définie sur R par : f@)=224+4 s —-1<zx<1

f(x)=vz?+2+2 si x>1

& La fonction x —— 22? — 3x est continue sur R, car c’est une fonction polynéme donc f
est continue sur l'intervalle |—oo, —1].



& La fonction x —— 22 4+ 4 est continue sur R, car c¢’est une fonction polynéme donc f est
continue sur l'intervalle [—1,1[.

& La fonction x — /x? 4+ 2+ 2 est continue sur [1,+o00[ donc f est continue sur [1,+00].

& On étudie la continuité de f en 1 et —1 :
Ona:f(-1)=5et lim f(z)= lim 2z*>—3z =5 donc
T——1"

r——1"

la fonction f est )

d’ot f est continue a gauche en —1 et comme [ est continue a droite en —1 .
continue sur [—1,1]

par suite f est continue en —1.
Ona:f(1)=+34+2et lim f(z)= lim 224+4 =5# f (1) donc f n'est pas continue
r—1" rc— 1~

a gauche de 1 (f est continue sur [1,+oo[ c’est-a-dire continue a droite de en 1) par
suite f n’est pas continue en 1.

Donc f n’est pas continue sur R.

EXERCICE 3 .
([ f@)=a4ar® -3 si z<1

Soit f la fonction numérique définie par : fl@)=az+b st l<w<2

ax?® + 2
— ) > 9
kf(at) P si x>

Déterminons a et b :

& La fonction v — 3 + ax?® — 3 est continue sur R, car c’est une fonction polynéme donc
f est continue sur l'intervalle |—o0, 1] .

& La fonction x —— ax + b est continue sur R, car c’est une fonction polynome donc f est
continue sur l'intervalle ]1,2].

2
2
& La fonction x —— c;:c i

1
est continue sur R \ {g} donc f est continue sur [2,400].

lim f(z) = f(1)

D’ou f est continue sur R si et seulement si :
i (2) = (2
f(l)=a-2
Ona: zhiri+f(x) = xhi%+ax+b: a+b etxhiré_f(x) =2a+bet: Ao+ 2
o)==



donc

lim £ () = f (1) a+b=a-2
<
) da + 2
lim f (x) = f(2) 20+ ==
b= -2
<~
a=2
donc f est continue sur R si et seulement sia =2 et b= —2.
EXERCICE 4 . )
f(z)= Lx;a st x> 2
’I‘ —
Soit f la fonction numérique définie par :
2r +b
fla)=2 ; si x<2
Déterminons a et b :
, 2> +x—a , . ..
& La fonction x — — est continue sur R \ {2} donc f est continue sur l'intervalle
l’ —
12, +00].
2¢+b

& La fonction x — est continue sur |—o00,2], donc [ est continue sur l’intervalle

|—00,2].

D’ou f est continue sur 2 si et seulement si 1im+f (x) = f(2), c’est-a-dire
T—2

2 — 4+b
lim r+r—a _ + (1)
r—2+ 1 — 2 3

44D
(1) implique que * — x — a s’annule en 2 (sz’non ;— géR) donc4+2—a=0dou
a=26
donc
?2+rx—-6 4+0b
1 li =
0 = = 3
— i (z—=2)(x+3) 4+
z—2% r—2 N 3
44D
<~ lim x+3:L
z—2% 3
E
<~ b=11

d’ou f est continue en 2 si et seulement si a =6 etb=11.



EXERCICE 5 .

v —4 -4 1
& Ona: lim f(z) = lim - = lm  |—— = lim et comme
r—4t z—dt T —4 x—4t (33 _ 4)2 z—4t (,I' — 4)
1
lim = +00 donc lim = +oo dou lim f(x) = 400 par suite
r— 4+ T — r—4t ((L’ — 4) r—47+

f n’est pas continue a droite en xo = 4.
On a:

T —2y/x
lim f(z) = lim —\/_
e z—4- x —4

@22
e—4+ (7 —4) (z + 2y/7)
2% — 4x

donc lim f(z)= f(4) d’ou f est continue & gauche en xry = 4.

r—4
& Ona
' _ 2sinx — sin (272)
lim f(z) = lim
z—07F z—07F 3
. 2sinz — 2sinx X cosx
= lim
z—07F x3
~ 2sinx (1 — cosx)
= lim
z—0F 3
. sinx 1—cosx
= lim 2 x X
z—0t T 2
. sin x . 1 —rcosz 1 ) )
et comme lim =1 et lim ———— = = donc par produit on obtient
r—0t T r—01 x2 2
. sinx 1—-cosx
lim 2 x X =

z—0t T 2

d’ou lim+f (x) = f(0) par suite la fonction f est continue & droite en xo = 0.

z—0



On a

tanx — sinx

lim f(z) = lim
z—0~ r—0" T
sin x .
—sinx
. COST
= lim
x—0~ X
sinx — cosx X sinx
. CcosS T
= lim
r—0— xr
_ sinz (1 — cosz)
= lim
z—0~ T X COSZ
. sinx  1—coszx x?
= lim
-0~ X 2 cos T
. 2
. sin x . 1 —cosz 1 . T )
et comme lim =1, lim ——— = = et lim = 0 donc par produit
z—0— I z—0— 2 z—0~ COS T
: 2
sinx 1—-cosx T . ) .
im =0 dou lim f(x)# f(0) par suite la fonction f n’est
z—0- T x2 CoS T z—0—

pas continue a gauche en xy = 0.
EXERCICE 6 .

& On considére la fonction f définie sur [0,1] par: f(x) =23 — 3z + 1.
f(0)=1

f)=-1

le T.V.1, l’équation f (x) =0 admet au moins une solution dans [0, 1].

La fonction f est continue sur [0,1] et

& On consideére la fonction [ définie sur [g, 7T- par: f(x)=2sinz —x.
( ™ s
- f1G) =3
La fonction f est continue sur [g, 7T] et donc f(0) x f(1) <0.
[ f(m)=—m

D’apreés le T. V.1, l’équation f (z) = 0 admet au moins une solution dans ] g, ’N[.

1
& On considére la fonction f définie sur {5, 1] par: f(zx)=z+2*+ .. +2"—1

donc f(0) x f(1) <0. D’aprés



1
La fonction f est continue sur [5, 1] et f(l)=14+1+..41)—1=n—-12>0

) - ()

1
donc f (1) x <§> < 0. D’apres le T.V.I, I’équation f (x) = 0 admet au moins une
1
2

EXERCICE 7 .
On considére dans R ’équation (E): 2 +x + 1= 0.

/
solution dans ]

-3 -1
Montrons que l’équation (E) admet une unique solution dans } RICH [ :
-3 -1
On considére la fonction f définie sur {T, | par: f(x)=23+2+1.

-3 —1
La fonction f est continue sur [T’ } et donc

2
H(F)=<(F) <o
~3 -1 3 —1

La fonction f est dérivable sur {T, 7] et <‘V’x € {_T, T}) , ff(x)=322+1>0
1

-3 —
donc f est strictement croissante sur T3 d’ou l’équation (E) admet une solution

] 23 -1
UnZ ue aans .
1 T2
EXERCICE 8 .

1. Soit n € N*. On considére la fonction f définie sur [0, 7] par :

f(x) = cosx + cos 2z + cos 3z + ... + cosnx



La fonction f est continue sur [0,7], et: f(0)=1+1+...4+1=mn donc f(0) >0 et
n fois
_ TS ol o A o Ot
fm) = (1) +1+(-1)+..4+(-1) _;( 1) = (~1) x T
(="

-1
—5 <0 dou f(m) <0 par suite

ona:(VneN), (=1)"<1 donc(Vn e N*),
f(0) x f(m) <0.

D’aprés le T.V.I, léquation f (x) = 0 admet au moins une solution dans [0,7]. D’ou
I’équation cos x + cos 2x 4 cos 3x + ... + cosnx = 0 admet au moins une solution dans

[0, 7] .
2. Montrons que ’équation L _cos (rmx) = 0 admet une unique solution dans |0, |.
Vaz+1
On considére la fonction f définie sur [0,1] par: f(x) = + — cos (mz) .
e +1

La fonction u : x —— mx est continue sur [0,1] et on a u([0,1]) C [0,7] et comme la
fonction v : x — cosx est continue sur [0, 7] donc la fonction vou : x — cos (mx)
est continue sur [0,1]. La fonction f; : x — x est continue sur [0,1] et comme la
fonction fy : x —— 2% + 1 est continue et positive sur [0,1] donc la fonction \/f est
continue sur [0,1], de plus la fonction v/ fy ne s’annule pas sur [0,1] donc la fonction

—} est continue sur [0, 1] par suite la fonction f = L _you est continue sur [0,1].
2 2

Ona:f(O)xf(l):%—1<O.

La fonction f est dérivable sur |0, 1] et on a

(Vo €]0,1)), f'(x) = ! + 7 sin (7x)
(2 +1)va2+1

et comme (Vz €10,1[), f'(x) > 0 d’ou la fonction f est strictement croissante sur

0,1].

D’ aprés le T.V.I, ’équation f () = 0 admet une unique solution o dans |0, 1].

EXERCICE 9 . ] ]
Montrons que : (3¢ € |a,b]), f(c) = :
a—c b-—c

Soit h la fonction définie sur [a,b] par: h(z) = (a—2z)(b—z) f(z)—(b—x) — (a — 2).
Les fonctions f1 : © — (a—z)(b—x) , f et fo:x+— —(b—2x)— (a—2x) sont
continues sur |a,b] donc la fonction f = f1 X f+ fo est continue sur [a,b].
h(a)=a—b>0
On a: donc h(a) x h(b) <0.
h(b)=b—a<0
D’ apres le T. V.1, il existe ¢ € |a, b| tel que h(c) = 0.




dov (e €la,b]), f(c) = +

EXERCICE 10 . ] ]
Montrons que : (3¢ €]0,1]), f(c) T
C —_—

Soit h la fonction définie sur [0,1] par: h(z) =z (x —1) f (z) — 22 + 1.
Les fonctions fi:x—— x(x— 1), f et fo: x — —2x + 1 sont continues [0,1] donc la
fonction f = fi1 X f+ fo est continue sur [0,1].
h(0)=1
On a donc h(0) x h (1) <0
h(l)=-1
D’apreés le T. V.1, il existe ¢ € |0, 1] tel que h(c) = 0.
C’est-a-dire : ¢c(c—1) f(c) —2c+1 =0 donc

(Jc€]0,1]), f<c):%+ci1

EXERCICE 11 .

Montrons que : (3¢ € [0,1]), f(c)+ f(1 —¢) =2c

On considére la fonction définie sur [0,1] par: h(z) = f(x)+ f(1—z) -2z

La fonction u : x —— 1 — z est continue sur [0,1] et u([0,1]) C [0,1] et comme la
fonction f est continue sur [0,1] donc la fonction f owu est continue sur [0,1]. La fonction
v:ax — —2x est continue sur [0,1] donc la fonction h = f + fou+ v est continue sur

0,1].

On a : et comme la fonction f est définie de [0,1] dans
h(1)=f1)+f(0)—
[0,1] alors :  f(0) € [0,1] et f(1) € [Ol]cestadzr60<f()<1etO<f()
FO)+f(1)-2<0 h(0) =0
donc 0 < f(0)+ f(1) <2 dou : c’est-a-dire donc

fO)+f(1)>0 h(1) <0

h(0) x h (1) <0, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiares
(Beel0,1]),h(c)=0

c’est-a-dire : f(c)+ f (1 —c¢) =2c.
D’ou
(Fce[0,1]), fle)+f(l—c)=2c.

EXERCICE 12 . ) .
Montrons que : (Elc € [0, §]> . f <c+ §> = f(c).
1

1
On considére la fonction définie sur [0, 5} par: h(z)=f(z)— f (a: + 5) )

8



1 1 1
La fonction u : x — x + 3 est continue sur [0, 5} et u ({O, 5}) C [0,1] et comme

1
la fonction f est continue sur [0,1] donc la fonction f owu est continue sur |0, 3| donc la

1
fonction h est continue sur [0, —} :

On a: et puisque f (0) = f (1) alors

1 1
donc h(0) x h (5) = —(h(0))* d’ou h(0) x h <§> < 0 d’aprés le théoréme des valeurs

intermédiares

(sec o] ) nto -

c’est-a-dire (Hc € [0, é]) fle)—f (c+ %) =0

" (e o)) 1+ s

EXERCICE 13 .

Soit n € N*\ {1}. On considére la fonction numérique f définie sur R par :

f(z)=a"" —22" +1

2
1. Montrons que f est strictement décroissante sur {O, f 1] .
n

La fonction f est dérivable sur R car c’est la restriction d’une fonction polyndme.
Soit x € R, on a
f(z) = (n+1)2" —2na"!
= 2" ' ((n+1)z—2n)

= x"_l(n+1)<x— 2”)

n—+1

donc (Vz € R), f'(z)=2""1(n+1) (90 - n2f1> :

2n 2n
alors x —
n + n+1

2
S50 < x < < 0 et z"! > 0 donc (VwE[O,—n}),
n-+1

2n
f(x) <0 <f ” s’annule uniquement en . Alors f est strictement décroissante
n

2
sur {O, n }
n+1




2n
. On déduit : < 0.
n déduit que : f <n+1>

2
La fonction f est strictement décroissante sur [O, %

f( 2n ) < f(1) et comme f (1) =0, donc

n+1
2n
f<n+1> <0

. Montrons qu’il existe au moins o € ]

n
. . 2n
La fonction f est continue sur —,2} )
n+1
Ona: f=22") <0etf(2)>0done f =) x F(2) <0
na: — e onc —— :

} , et comme 1 <

2
—nl,Ql tel que : f (a) =0.

alors
n+1

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiares ’équation f (x) = 0 admet au moins une

solution dans lintervalle } " ,
+1

2
]n_fl’Z{ tel que f (a) = 0.

1
. Vérifions que : o™ = )
2 -«
On a
fla) = 0
— a""-2a"+1=0
—= ad"(a—-2)=-1
1
= o=
“ 2 -«
donc
" 1
o =
2 -«
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2{. C’est-a-dire qu’il existe un réel o de l'intervalle



