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CORRECTION DEVOIR SURVEILLE

1
z(1 —Inx)

et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O, 7, 7)

PROBLEME 1 On considére la fonction f définie par: f(z) =

(unité 2cm).
PARTIE 01

1) Montrons que : Dy =]0,e[U ]e, +o00].
On a

Dy = {zeR/x>0etl—Inx#0}
= {zeR/z>0e€t Inx #1}
= {zeR/z>0etz#e}
= 1]0,e[U e, +o0[

donc Dy =10,e[ U Je, +00].

2) a) Calculons : lim+f(x) et lim f(x):

Tr——e€e Tr—e™

& lim+f (x):

Ona:x>e (carx— e') alorsIn(z) > 1 donc 1 —1In () <0, ceci signifie
que lim 1—In () =0~ d’ou

Tr——e

. . 1
Jm fr) = i T
. 1 1
= lim — X

r—et T (]_ —hlfL‘)

1 1 1
et comme : lim — = — et lim ———— = —o0 par produit on obtient
z—et T e z—et (1 —In (l’))

1 1 :

lim — X ——— = —o0 c’est-a-dire
z—ets (1 —Inx)

lim_ f(z) = —oc0
& lim f(z):



Ona:z<e (carx— e ) alorsIn(z) <1 donc1—1In(z) > 0, ceci signifie
que lim 1 —In(x)=0" d’ou

. . 1
:CEI;, flx) = a:h—{ré* z(l—Inx)
) 1 1
= lim —x

r—e~ T (1 — ll’l CL’)

o1
et comme : lim — =

- et lim ————— = 400 par produit on obtient
v—e T € z—e (1 —In(2))
.1 1 -
lim — X ———— = 400 c’est-a-dire

z—etr (1 —Inx)

lim f(x) =400

r—e—

& Interprétation géométrique.
La courbe (Cy) admet une asymptote verticale d’équation x = e.

b) Calculons lini f(x):

1
Ona: lim f(zr)= lim — X ——
T—+00 T—+oo (1 — n $)
. 1 ) 1 .
et comme lim —=0et lm ———— =0 |car lim 1—Inz = —o0 | donc
T—rtoo L :c—>+oo(]_ —In ZL‘) x—+00
1
par produit on obtient lim — X ——— =0 d’ou
v—+oox (1 —Inx)
li =0
Jim f(2)

Interprétation géométrique.
La courbe (Cy) admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 au voisinage
de +00.

c) Montrons que : lim f(x)

z—0F

1 1 1
Ona lim f(z)= lim — X — — = lim ——
z—0F e—0tr (I —Inz) e+—0tz—xlnx

et comme x > 0 (x — 0%) alors z1In(z) < 0 donc x — xIn(z) > 0 d'ou :

lim z —zln(x) = 0" c’est-a-dire lim ——— = +00 donc
z—0+ t—0+tr —xlnx

lim f(z) =400

z—07F

Interprétation géométrique.
La courbe (Cy) admet une asymptote verticale d’équation x = 0.

In (x)

3) a) Montrons que : (Vx € Dy), f'(z) = ——.
22(1 —Inx)

2



La fonction f est dérivable sur Dy, et pour tout x € Dy, on a

flo) = (m)
— (z(1 —Inz))

z(1—Inz)’
(1—Inz)—1
C22(1—Inax)?
Inz
22(1 — Inx)?

In (z)
22 (1 —1In $)2'

b) Le signe de f' (x) sur Dy est le méme que celui deln (z) (car (Vz € Dy), 22 (1 — Inz)® > 0).
On a

donc (Vz € Dy), f'(z) =

r [0 1 € +o0
In(z) - +

L ——

donc la fonction f est décroissante sur ]0,1] et croissante sur chacun des deuz
intervalles [1,e| et |e, +00].

c) Dressons le T.V de la fonction f :
On a

x 0 1 e —+o0
0 + || +

i 00 — l —+o0
] ——"

—+o0

PARTIE 02 Soit g la fonction définie sur |0, +oo| par: g(z) =1—2*(1 —Inz).

1) a) Graphiquement la courbe (Cy;) coupe laxe des abscisses en deux points différents.
Donc léquation (E) : g(z) = 0 admet deux solutions distinctes dans lintervalle
10, +o0].
b) Montrons que l’équation (E) admet une solution « telle que : 2,2 < a < 2,3
& Les fonctionsu:xv+—1,v:0— —x etw:x+—— 1—In(z) sont continues

sur |0, 4o00[ donc la fonction g = u + v X w est continue sur |0,+o00[, en
particulier elle est continue sur [2,2;2,3].

& Onag(2,2)=-0,02¢€tg(2,3)=0,12 donc g(2,2) x g(2,3) < 0.

d’ot d’aprés le T.V.I léquation (E) admet une solution « telle que : 2,2 < a <
2,3.



2) a) Vérifions que: (Yx € Dy), f(x) —x = ﬂ

z(1—1Inx)
Soit x € Dy, on a
1
Ja) -z = x(l—lnx)_x
_ 1—a2?+2%Inz
~ 2(1—Inx)
 1—-2*(1—Inx)
B z(1l—1Inx)
_ 9@
z(l—Inx)
donc (‘v’xEDf),f(ac)—m:ﬂ.
z(l —1Inz)

b) Montrer que la courbe (C¢) coupe la droite (A) : y = = en deux points
Soit x € Dy, on a

g9(x)

=0 < g(z)=0

puisque ['équation (E) : g(z) = 0 admet deux solutions 1 et «, donc la courbe
(Cy) coupe la droite (A) : y =z en deux points d’abscisses 1 et .

c) Graphiquement la fonction g est négative sur [1,a], c’est-a-dire : (Vx € [1,q]),

g(z) <0.
Montrons que : (Vx € [1,a]), f(z) —z <0.
Soit x € [1,a], ona:f(x)—x:%.

Ona:1<z<aaorsl —Ina<1l—-—Inz<1ecommel —Ina >0 donc
(Vz e [l,a]), z(l —=Inz) > 0. Or (Vz € [1,a]), g(z) <0, dou

(Vz e [l,a]), f(z)—x <O0.



3) La courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O, 7, 7) .

y,

Ug = 2
PARTIE 03 On considére la suite numérique (uy),, o définie par :
(Vn € N) ; Upgr = f (un)
1) Montrons que : (VYn € N), 1 <wu, <«

Pourn =0, on aug = 2 et comme 1 < uy < a. Alors l’encadrement est vari pour
n = 0.

Soit n € N, on suppose que 1 < u,, < a, et montrons que 1 < up1q < .

Ona:1 <wu, <a et comme la fonction f est croissante sur [1,a] alors f (1) <
f(un) < f(a) et comme (Vx € [1,a]), f(x) <z alors f(a) < a et f(1) =1 donc
1 <up <o

D’aprés le principe de récurrence on déduit que : (Vn € N), 1 <u, < a.

2) Montrons que la suite (uy), oy est décroissante.

On a (Vx € [l,a]), f(z) < z et comme u, € [1,a| donc f(u,) < u, c’est-a-dire
(Vn € N), i1 < up. D'ow la suite (uy,), oy est décroissante et puisqu’elle est minorée
par 1, alors elle est convergente.

3) Détermions la limite.
La suite (uy), oy est définie par : (Yn € N), upp1 = f(un) et ug € [1,a]. On a f est
continue sur [1,a] et f([1,a]) C [1,a] et comme la suite (uy), oy est convergente et sa

limite ¢ | lim w, ={ | est une solution de l’équation f (x) =z dans [1,q].

n—---+00

Ona(Vzxell,a)), f(x)=2 <= z=1 ou x=q.

5



Donc £ =1 ou l = « et comme la suite est décroissante alors (Vn € N) | u,, < uy donc
(Vn € N), u, <2 par suite lim w, <2 c’est-a-dire { < 2 d’ou

n—---+00

lim u, = 1.

n—-s-+o00

FIN
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