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Correction Devoir Surveillé N3
PROBLEME 1 (20 points)

Partie 01 Soit g la fonction numérique définie sur |0, +oo[ par: g(x) = v —2Inx.

1) a) Les fonctions u : x — x et v : x — —2Inx sont dérivables sur ]0,+oc[ donc la

fonction f = u+ v est dérivable sur |0,+o00| et on a (Vx € ]0,+o0[), ¢ (z) =
1 -2
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b) Le signe de g'(x) sur |0, +oo] est celui de x —2, (car (Vx € ]0,4+00[), = > 0), donc
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Ce qui signifie que la fonction g est décroissante sur |0,2] et croissante sur
2, +o0].

2) a) Déduisons que : (Vx € ]0,+o0[) : g(z) > 0.
La fonction g est décroissante sur l'intervalle 10,2], alors g(z) > ¢(2) c’est-
a-dire g(x) > 2 — In4 donc g(z) > 0. De méme la fonction g est croissante
sur Uintervalle [2,+oo[, alors g(x) > g (2) c’est-a-dire g (z) > 0. Donc (Vx €
10, +o0]) : g(z) > 0.
In 22

b) Montrons que : (Vx € ]0, +00]) : < 1.
x
On a
In 22 9
<l <= <z <= 2lnzr>-2 < z—-2lnzr >0 <= g(x) >0
x
In 22
et comme (Vx € ]0,+00]), g (z) > 0, donc (Vx € |0, 400]) : <1
x

Partie 02 On considére la fonction numérique f définie sur l'intervalle |0,+oo[ par :

f(x) =2 — (Inx)2

1) a) Calculons : lin(1)+f(x) :

On a lim (Inz)?> =400 et lim z =0 donc lir%+f(x) = —00

r—0t r—01 T—>

La courbe (Cy) admet une asymptote verticale d’équation x = 0.
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b) Montrons que : (nz) =4 < n\/f)
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Soit x € ]0,400[, on a

()’ (n(v@)?)® _ (2lnya)’ 4<1nﬁ>2:4(1nﬁ)2.
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. _ (Ina)?
e Déduire que : lim :
r— 400 €T

lim = lim 4
r—400 €T Tr—>+00

In+/z (Inz)?

=0 donc lim =

et comme lim

x—+00 \/E z—+o0 I
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c) Déduisons les limites : hr& f(z) et hrE —_—
r———+00 r—+00 X

. . . (In ) . (Inx)?
Ona lim f(z)= lim z—(Inz)®= lm z[1- et comme lim =

r—400 Tr—>400 Tr—400 €T Tr—>+400 €T

. (In z)? .
0 alors lim z | 1— =400 donc lim f(x) = +oo.

r——+00 T r—>+00
x z— (Inz)? In z)?
et lim &: lim #: lim 1—( ) =
r—+00 I Tr—>+400 €T Tr—+400 €T
d) Calculons : 111@1r (f(x) —x):
On a lirr+1 (f(z)—x) = linj r—(lnz)?—z= lin+1 — (Inz)? = —o0.

La courbe (Cy) admet une branche parabolique de direction asymptotique la
droite d’équation : y = x au voisinage de +oo.

e) La position relative de la courbe (Cy) et la droite (A) d’équation : y = x sur
Uintervalle ]0, +00]
Soit x € ]0,400[, on a

f(z)—2z=2—(Inz)*> —2 = —(Inxz)?

et comme (Yz € 10, +00[), — (Inz)*> < 0 donc
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o La courbe (Cy) et au-dessous de la droite (A) : y = = sur les deux intervalles
10,1] et |1, 4o00[.
o (CHn(A)={A(L1)}



2) a) La fonction f est dérivable sur]0,+oo[ et on a (Vz € ]0,+00[), f' (z) = 1-2In"z.Inz =
r—2lnx B g(x)
x o
et comme (Vx €0,+00[), g(z) > 0 donc (Vx € ]0,+00]), f'(x) > 0 d’ou la

fonction f est strictement croissante sur |0, 4o00].

b) Le tableau de variations de la fonction f sur]0,4o0] :
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3) Montrons que l’équation f(x) =0 admet une solution unique o dans |0, +0o0| :
La fonction f est continue et strictement croissante sur |0, +oo[. De plus f(]0,+o00[) =
lim+f(:c), linj f(x) [ = ]|—00,+00[ =R, et Comme 0 € R, on déduit que I’équation
xz—0 r—+00

f(z) =0 admet une unique solution « dans lintervalle |0, 400]. Autrement dit :
dla €10, +00[/ fla) =0

1 1
o Vérifions que : — < a < 5
e
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La fonction f est continue sur 0,400, alors elle est continue sur {—, ﬂ, et on a
e
1
- —1n’2 d'ow :
5~ n ou

1) (-0 1) (1))

1 1 1
fl=)1xfl=)<0. Donc, daprésle T.V.Iona: -<a< =
e 2 e 2

4) Le signe de la fonction f sur lintervalle 0, +oo] :

La fonction f est strictement croissante sur l'intervalle |0, o], alors f(z) < f(a) c’est-
a-dire f(x) < 0. De méme la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle
[, +o0, alors : f(x) > f(a) c¢’est-a-dire f(z) > 0.
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5) La courbe représentative de la fonction f et la droite (A) dans un repére orthonormé

0,7.7).
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6) La fonction h est continue sur |0, +o0]

1

On a:h(r) ==xInz+2?=In"z x Inx + 2% . Les fonctions H définies sur |0, +o00|
x
I’z 28 Ny

5 + 3 + k, k € R sont les primitives de h sur ]0,4o00].

par: H(z) =
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