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Correction de la série

EXERCICE 1 .

2
2
Soit f la fonction numérique définie sur |—o0,0] par: f(x) = Tt

202 +1

1. .

B La fonction f est continue sur |—o00,0] car c’est la la restriction d’une fonction
rationnelle.

B La fonction [ est dérivable sur |—oo,0] et pour tout x € |—o0,0] :

22 (202 + 1) — 4a (2® 4 2)

!
€T —_=
@ (222 + 1)
B 43 + 2z — 423 — 8x
N (222 + 1)
B —6x
(222 +1)°
—6
donc (Vx € |—00,0]), f'(z)= —xZ
(222 4+ 1)
Le signe de f' (x) est celui de —6x sur|—oo, 0] (car (Vz € ]—00,0]), (222+1)° > 0) :
Donc
r |- 0 +o¢

—6x +

e
fol 727

d'ou : (Vx € ]—00,0]), f'(x

) > 0 (f" s’annule uniquement en 0). Alors f est
strictement croissante sur |—o0,0

J.

Puisque f est continue et strictement croissante sur |—oo, 0] alors elle admet une fonc-
tion réciproque f~1 définie sur lintervalle J = f (I).

On a
7= 1 (=s00) = | im s .50 = ]3]

r—>—00



2. Le tableau de variations de f=1.

1
La fonction f~1 est strictement croissante sur } > 2] .

E 2
0
1
—O0
3. Déterminons f~ (x) pour tout x € J :
1
Soitx€]§,2} ety € |—00,0] avecy = f~ (z).
On a
y = [Te) = [y =2
y? + 2
2y +1
= y2+2:x(2y2—|—1)
= Y r2=2+2
= -2yt =2
— yP(l1-22)=2-2
Y T 1o ;
Y A
V12
B T —2
YT V12
B 2—x
Y= Vo
Donc
1 2—zx
v ,2 )= —
EXERCICE 2 .

On considére la fonction numérique définie par :

f@)=Vr+1—+va—-1




1. L’ensemble de définition de la fonction f.

Dy = {z€R/z4+1>0 et z—1>0}
= {zeR/z>-1etax>1}

= {reR/z>1}
= [1,4+o0]
2. Calculons liIE f(x):
linJrrl flz) = lirﬂ Ve+1l—vVz—1

2
lim
v—too/r+ 1+ —1

2
comme lim vz +1++vx—1= 400 alors lim donc
r— 400 x*’+°°\/x—|—1—|—\/x—1
li =0
i f (@)

3. Montrons que f est une bijection de Dy sur un intervalle J :

B La continuité

La fonction u : x — x + 1 est continue et positive sur [1,+o0[ donc la fonction
v = +/u est continue sur [1,+oo[, et comme la fonction v — x—1 est continue et
positive sur [1,+oo[ alors la fonction w : x — /x — 1 est continue sur [1,400]
de plus la fonction t = —w est continue sur [1,4+00[. D’ou la fonction f = v+t
est continue sur [1,+o0].

B La fonction [ est dérivable sur |1,4o00[ et pout tout x € |1, +00] :

1 1
Wrtl 2071
(Vz—1-+Vz+1)
N
)
2Va?2 —1 (Vo —1+Vz + 1)
1
Va2 =1 (Vo =T+ Vz +1)

flw) =

donc (Vz € ]1,+o0[), f' (z) < 0. D’ou f est strictement décroissante sur [1, +00[.

Puisque la fonction f est continue et strictement décroissante sur [1,+oo[ alors elle
est bijective de I sur lintervalle J = f (I).

On a

Tr—>—+00

J=f(1,+400]) =| lim f(x),f(l)} :]O,ﬂ].



4. Déterminons f~! (z) pour tout x € J :
Soit z € 10,v2] ety € [1,4o00[ avecy = [~ (z).
On a

@) = fly) =2
Vy+l-\y-1=x
\/m:x+\/g/——1
y+1:x2+2m\/yT1+y—1
2—x2:2x\/m
(2—:62)2:4:62 (y—1)
(2—3@2)2 = 4z%y — 422

4oty = (2—x2)2—|—4x2

(2 — 22)® + 422

422

prrrrereo

y:

Donc

<V93€}0,\/§D, f(z) =

EXERCICE 3 .

On considére la fonction numérique définie par : f (z) =

1. Montrons que f est continue sur |—2,+o0].

La fonction u : x —— x + 2 est continue et strictement positive sur |—2,+oo[ donc
v = +/u est continue sur |—2,+o0o| et comme la fonction w : x — x est continue sur

|—2,400] d’ou la fonction f = Y est continue sur |—2, 4+00].
v

2. La fonction f est dérivable sur]|—2,400| et pour tout x € |—2, 400 :

Vo+2—xx

T+ 2
2(x+2)—x
2(x+2)Vr+2

T+ 4

2(x+2)Vr+2

1
2V + 2

f'@) =

Donc
T+ 4

2(x+2)Vr+2

3. Montrons que [ est une bijection de |—2,400] sur un intervalle J.

(Vo €]-2,+]), f'(z)=




B La fonction f est continue sur |—2,+00].
x+4

2(x+2)Vr+2
Le signe de f’ () sur]—2, +oo] est celui de x+4 (car (Vo € |—2,+00]), 2(z+2) vz +2 > 0)

B Ona:(Voee]|-24+0]), f(z)=

r |—00 —4 —2 +o¢

| -0+
00+

e

—

Donc (Vx € |=2,+00[), f'(z) > 0. D’ou la fonction f est strictement croissante
sur |—2, 400 .

Puisque la fonction f est continue et strictement croissante sur|—2,400| alors elle est
bijective de I sur lintervalle J = f (I).

On a
J=f(-2,4<])=| lm f(z), lim f(z)]=R.

r—s—2+ r—+00

EXERCICE 4 .
1. Montrons que f est une bijection de [1,+oo| sur un intervalle J.
, 1 . ,
B Les fonctions u : x — x et v : x — — sont continues sur [1,+o0] donc la fonction

f =u+v est continue sur [1,+o00].

B La fonction f est dérivable sur [1,400(, et pour tout x € [1,+00] :

. 1
file) = 1-—
2 -1
/ 2?1
donc (Vz € [1,400[), f' (x) = 2
x

Le signe de f' (x) sur [1,+00[ est celui de x> — 1 (car (Vx € [1,+00[), 22 > 0).
Donc

r |- —1 1 +00

r2—1 +

t )~
7777/

D’ou (Vx € [1,+00[), f'(z) >0 (f" s’annule uniquement en 1). Alors f est stricte-
ment croissante sur [1,+00][.




Puisque la fonction f est continue et strictement croissante sur [1,4o00[ alors elle est
bijective de I sur lintervalle J = f (I).

On a
J=f([1,+00]) = |f(1), lim f(z)|=2,+o0].

T——>+00

2. Déterminons f~! (x) pour tout x € J :
Soit x € [2,400] et y € [1,+00[ avecy = f~! ()

On a
y = [) = fly==2
1
— Yt-==x
Yy
2
1
< y =X
)
— P+ 1l=uay
= yPoay=-1
N\ 2 N\ 2 an 2 an 2
— (y=5) (L) = X%-X=<X——>—(ﬁ
(y 2) 2) / “ 2 2
( x>2_x2—4
— W73) =71
‘ x‘_ 2 —4
N )
T 2 —4 x 2 —4
= —— = ou Yy — — = —
¥73 2 ¥73 2
T+ Va2 -4 x—Va?—4
— y= 5 ou Y= 5

Recherche de ’expression adéquaté :

5 5 5 vz —4
Onaf(2)= 3 done f~1 (5) = 2. On remplace x par 3 dans l’expression i S

2
on obtient :
r+V1?—4 V
2
5 \/
On remplace x par 3 dans I expresszon on obtient :
5 5)2_4
r—ya?—4 2 2 -
2 B 2 B
1 —Va?—4
Or 3 #+ 2 donc % n’est pas la bonne solution.



Donc

(Vo € [2,+o0]), f(z) = rver—d
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