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Carrection de la série N1 sur la
fonction Arctangente

Exercice 1 .

1. Simplifions les expressions suivantes :

1
B A = arctan2 + arctan (5)

1 T
On a pour tout x € 10, +o00[, arctan x + arctan | — | = 5
T

En particulier pour x = 2, on obtient :

1
A = arctan 2 + arctan <§> = g

B [’expression : B = arctan (1 — \/5) — arctan (1 + \/5) .
On sait que : 1—y/2 = tan <%ﬂ) , alors : arctan (1 — v/2) = arctan <tan (%)) —

T
3
Done
T
B = —g—arctan<1+\/§)
T T 7
- T, T_ 1 @
1 8+4 arctan( —i—\/_

— _TSW + (arctan (1) — arctan (1 + \/§>>

—3r 1—-1-+2
= — 4+ arctan _—
8 1+14++V2

aveca > 0etb>0

-3 2—2v2
= Tﬁ + arctan (T\/—>

= _TSW + arctan (1 — \/5)
—3r

T
8 8
—4r

-b
/ arctan a — arctan b = arctan a
14 ab



2. Montrons les égalités suivantes :

B arctan  + arctan = —
arcan2 arcan3—4.

1 1 1 1
Ona:0<§<1et0<§<1,alorsarctanéE]O,%[etarc‘cange]o,%[,
d’on

fan + + arct 16}0”[
arcan2 arcan3 1k
Done
t t L +t t 1
1 1 an | arc an2 an | arc an3
tan arctan——l—arctang = : 1
1 —tan [ arctan — | .tan | arctan —
(artan ) tan (avtan 5)
1+1
— 2 3
1 1
l1—=x-=
2 3
=1
d’ot

1 1
tan (arctan 2 + arctan §) =1 (&)

on en déduit que :

1 1
() <= arctan | tan | arctan 5 + arctan 3))= arctan 1

— tan 4 arctan - = ©
arctan — arctan — — —.
2 371

d’ot on obtient

1 1
arctan 5 + arctan — =

374
[ | arctanl+arctanl+arctanl:z.
2 5 8 4
Ona0<%<1 et0<%<1, alorsarctan%E]O,%[etarc‘canle]o,%[,d’oa

tan = + arctan — e]o W[
arctan — arctan — — .
5 8 )



Done

1 1
tan (arctan 5) + tan (arctan §>
1 1
1 — tan | arctan 5 .tan | arctan §

1 1
tan [ arctan — + arctan — =
(arton 5+ artan

|
Wl
] =
ol |+
X loo]
ool

d’ou
f fans +arctan - ) = = (&)
an | arctan — + arctan — | = =
5 8 3
on en déduit que :

1 1 1
() <= arctan | tan | arctan R + arctan 3)) = arctan 3

1 1
<— arctan — + arctan — = arctan —.
5 8 3

1 s 1 m
D’autre part, on a : arctan 3 € }O, Z[ et arctan§ € }0, 1 [,alors

tan = + arctan = e]oﬂ[
arc an3 arc an2 ,2 .

Donc

1 1
1) - tan (arctan 5) + tan (arctan 5)

1
tan <arctan § + arctan 5 1 1
1 — tan | arctan § .tan | arctan 5

L
Wl =
wl | +
X ol =
N —

d’on

1 1
tan (arctan 3 + arctan 5) =1 (doh)
on en déduit que :

1 1
(dodh) <= arctan (tan (arctan 3 + arctan 5)) = arctan 1

1 1
<~ tan — tan — = —
arc an3+arc an2 1



1 1 1
puisuqe arctan 5 = arctan 3 -+ arctan g, donc

fan = + arctan = + arct T
arctan — + arctan — + arctan - = —
r m5 iy n8 r n2 1
1 1 T
4 arctan — — arctan — = —.
5 239 4
1 1
On a arctang € ]0, % [, alors 4arctang € ]0, % [
Et comme
1 2
2tan | arctan — z
1 5 5 5
tan [ 2arctan - | = 1 = 1 = 12
_ tan? : 1 - —
1 — tan <arctan5) 25
puLs

1
1 2tan (2 arctan 5) g 120
tan [ 4 arctan 5 = = = .

1 2 11
1 — tan? (2 arctan —) 1 — S 9
5 12

tan (4 arctan 1) _ 120 (&)

d’ot

5] 119

on en déduit que :

120

1
4 2)) = =
() <= arctan (tan ( arctan 5)) arctan 119

<— 4arct L t 120
arctan — = arctan —.
r n5 r n119
120 120 1
D’a:tre part, on a : 1o € ]0,\/3[, alors arctanl—lg € }O,%[ et arctan2—39 €
0 —[ l
} ' ,alors
) 120 ‘ 1 c —T T
arctan 119 arc an239 13|
Donc
; ; 120 ‘ ; 1
t t 190 t ) an | arctan 119 an | arc an239
n | arctan — — arctan — =
A 119 o 239 1 + tan [ arctan 120 tan [ arctan 1
119 ) 239
120 1
_ 119 239
o 120 1
_ X —
119 239



d’ot

120 1
tan (arctan 119~ arctan E) =1 (OO

on en déduit que :

120 1
($O) <= arctan <tan (arctan —— — arctan —)) = arctan 1

119 239
20 1w
<—— arctan 119 arctan 939 = 1

. ¢ 120 A arct d
puisuge arctan 19 — arctan 5 onc

4 arct 1 t 1 =
rctan — — arctan — = —
aca5 aca239 1

1
. On pose : a = 2 arctan 5~ arctan =

™

a) Vérifions que : 0 < a < 3

1 3 1 1 1
Ona: 56]0,%[(%?6]0,1[,alorsZarctan§G]O,g[etarctan?e]O,ﬂ
donc
2 arctan - tans)e| 2T
rctan — — arctan — —, =
arctan o — arctan - 173
C’est-a-dire a € } _TW, g{ donc o < % (1)

D’autre part, on a

1 > 1 <~ t 1 > t 1

5 - arctan 5 arctan 7
1 1

2 arctan — > 2arctan — > arctan —
2 7 7

1
2 arctan 5 > arctan —

7

1 1
2arctan — — arctan - > 0
arctan 5 — arctan -

a > 0.

Ll

Ceci signifie que o > 0. (2)
D’ou d’aprés (1) et (2) on déduit que

T
O<a< =
43



b) B Calculons tan a.
On a: aE}O,%{. Donc

1 1
tanae = tan <2 arctan 5 — arctan ?)

1 1

tan [ 2arctan — | — tan [ arctan =
(2arctan7) - tan (arcan 7)
1 1
1+ tan | 2 arctan 5 .tan | arctan ?

1
Calculons tan (2 arctan 3

1
On a:2arctan§ G}O,z[, donc

3
1
1 2tan <arctan 5) 2 X 1 4
tan (2 arctan —> = N = 2 7= 3
1 — tan? <arctan —) 1— (l)
2 2
d’ot
1 1
tan | 2 arctan § — tan | arctan ?
tana = 1 1
1+ tan (2 arctan 5) .tan (arctan ?)
4 1
_ 3 7
4 1
14 =-x=
3 7
=1
d’ou
tan (o) =1 (%)
on en déduit que :
(¥) <= arctan(tan(a)) = arctan1
<= « =arctanl
<= « = arctan (tan %)
g T
a=—
4

Exercice 2 On résout les équations suivantes dans R.



7T
1. L’équation (E;) : arctan 3z = 3 est définie sur R.

Soit x € R.
(E)) <= tan(arctan3z) = tang
T
<= 3z =tan 3
tan T
an —
— T = 8
T
Donc [’ensemble des solutions de [’équation est :
tan (5)
an (—
S = 8
3
y . 9 37 o
2. L’équation (Es) : arctan (z° — ) = T est définie sur R.
Soit x € R.
3
(E;) <= tan (arctan (z° — z)) = tan Zﬂ
— 2’ -z =tan (7T )
s
— 2’ —z=tan ( )
= t-r=-
= P*—r+1=0

Comme U'équation (E') : 2> —x+1 = 0 a pour discriminant négatif, ceci signifie qu’elle
n’admet aucune solution réelle. Par suite [’équation (Es) n’admet aucune solution dans
R. C’est-a-dire

S=0.

3. L’équation (E3) : arctan /x = —% est définie sur RY.
7r - T

Or \/x € Rt donc arctan/x € [0, B [, comme —= - [O, B [ Donc

S=0.

4. L’équation (Ey) : arctan (x) 4 arctan (2x) = g est définie sur R.

. . . . ™ . .
On sait que le signe de arctanx est celui de x, et puisque 3 > 0 alors nécessairement
x> 0.

Soit x € )0, +00].



On a

0<arctanz < = et —- <= tanz < -
arctanxr < — et —— < - —arctanz < —
2 6 3 3
donc
T
(Ey) <= arctan2z = 3~ arctan x
7r
<= 2z =tan (§ — arctan 3:)
7r
tan — — tan (arctan x)
— 2z = 3 =
1+ tan 3 tan (arctan (x))
\/5 —x
— 2

- 1+\/§.x
<= 2x+2\/§x2:\/§—x
<= 2\/§x2+3x—\/§zo

1 1
Comme les solutions de I’équation (E') : 2322 + 32 — /3 =0 sont : Z\/l — Z\/g et

—/99 1
BT -V/3. On ne garde que la solution positive.

Donc lensemble des solutions de l’équation (Ey4) est :
1 1
S = {Z\/l_ - V3 }

1
. On résout dans R ’équation : (Ejs) : arctan z = arctan 3 + arctan —.

3
Soit z € R.
1 3 1 3 1 1
Ona: 0<§<§ etO<§<?,alor50<arctan§<%et0<arctan§<%.
Donc
0 < arctan = + arctan = <
arctan — + arctan — < —
2 3 3
Par suite

1 1
(E) <= tan/(arctan(z)) = tan <arctan 5 + arctan —>

3
1 1
tan | arctan 5 -+ tan | arctan §

— T= 1 1
1 — tan [ arctan = | tan | arctan =
2 3

1+1

_ 2 3

< T = 1 1

l1—=x%x =

2 3

<— zx=1.



Donc ’ensemble des solutions de l’équation est : S = {1}.
. L’équation (Eg) est définie sur R.

. . . . ™ .
On sait que le signe de arctanx est celui de x, et puisque 1 > 0 alors nécessairement
x> 0.

Soit x €10, +o00].

™ s s ™
O<arctanx<§ et —Z<Z—arctanx<—

donc
(F) <= arctan2z = % — arctan z
< 2z =tan <§ — arctan a:)

T
tan (Z) — tan (arctan )

<— 2r= =
1+ tan (Z> .tan (arctan )
1—=x
<— 2=
1+z
1—=x
<= 293—( )z()
1+z
— 2243x-1=0

On obtient comme solutions :

V17T -3 o —/17-3
4 4 '

V17T -3
{2}

. L’équation (E;) est définie dans R.

On ne garde que la solution
positive. Donc

. . . . T , .
On sait que le signe de arctan x est celui de x, et puisque 5 > 0 alors nécessairement
x> 0.

Soit x €0, +o00].

1 T
On a arctan r + arctan (—) =3 donc l'équation (E7) est équivalente a :
x

1 1
arctan (v — 1) =arctan— <= v —1=—- <= 2> —1—-1=0
T T

On obtient comme solutions :

t 7 On ne garde que la solution positive.

1++5
{1}

V5 +1 . 1-+v5
9

On a donc :




Exercice 3 .

Calculons les limites sutvantes :

—1
B Calculons : lim arctan( L )

Tr—>—400 T

On a

lim

[x—1
=1, et la fonction arctan est continue en 1, donc
r—>+00 xr

-1
lim arctan ( ’ > = arctan (1) = Ul
r—+00 €T 4

1
W Calculons : lim (x — 2) arctan ( ) .
T—2

r—2
On a lim = +o00, et
z—2t X — 2

lim arctan (X) = z, et on a lim (x —2)=0. Donc
X—+o0 2 r—2+

i ( 2) arct 1 0
im — rctan = 0.
z—2+ v arcta r— 2

_arctan (bzx? + x + 1)
B Calculons : lim

r—>+00

x
T
Ona lim 522+ 2 +1=+400, et lim arctanX =—, etona lim = =0. Donc
r——+00 X—+4o0 r—4o0o
) arctan (52% + x + 1
lim ( ) =0.
r—>400 €T
B Calculons : lim arctan (tanz) .
T—7
Ona lim tanz = —oo, et lim arctan X = =F. Donc
m+ X——00
T— —
2
. s
lim arctan (tanz) = —
T+
T——
2
s
B Calculons : lim zarctan (\/x) — =z
Tr—-+00
I tan (V) — 2o = lim_ (arctan (va) - =)
,Jim zarctan (vz z= _lim z{arctan(vz 5

Soit x € ]0,+00[, on a: xarctan (/z) — gx =z (arctan (Vz) — z) et comme

arctan (/) + arctan (%) z

10



donc :

m 1
arctan (\/r) — — = —arctan | — |, d’ou
(V) = 5 (ﬁ)

1 arctan (\%) 1
xilgoo — xrarctan (ﬁ) = Iinjoo - L X ﬁ
Vi
(%)
arctan | —
= lim (—\/5) X 1 Ve
r—+00
T
(%)
arctan 7
1 tan X T
Ona lim — =0, et lim T _ 1. Done  lim (—v/7) X =
55—"‘!‘00\/5 X—0 r—+00 ]_
Vi
—00
c’est-a-dire linj xarctan (/1) — gm = —00.

B Calculons :

z—0t+ T

.1 <
lim — arctan

—0+ 2T

On pose X = donc lim
x+1 z—01
) 1 )
lim — = +o00 et lim =
z—01 \/E z—0tx + 1

NZ

. 1
lim — arctan

(=)

x\:—il )

- lim =
z+1
arctan
1
= lim Ve vl

x—0t /1 rx+1
r—+1
t Ve
P 1 R T
= im —
z—01T /2T r+1 \/E
rz+1
t \/E
arctan
z+1 . arctan (X)
= lim = 1. On a
NG X—0t X
z+1
NG
arctan
1 1 r+1
=1 donc lim — = +o0
—0t./r x+1 VT

11



d’ot

1
lim —arctan( \/E ) = 400

z—0+ T r+1

B Calculons : lim 2%+ 1. arctan (v) — S

Tr—+00

Soit © € |0,+00[, on a arctan (z) + arctan (

1
arctan <—) . Donc
T

1
lim v22+ 1.arctan (z) — gx = lim Vva?2+1 (g — arctan ( )) 5%
x

r—> 400 r—> 400
(1)
arctan
T
“Va2+1—Va?+1

1 ™
—_ — - ’ t_\_d‘ : t —
a:) 5 ¢ est-d-dire : arctan (x)

Nl S

= lim

r—> 400

arctan( )
= lim —\/x2 1——x—\/1+—2
T

:E—>+oo

12
arctan( )
= lim —14/1
TR0y ( 1 +L 4 1
1 1 tan X
Car lim — =0 et onpose X = — donc lim agan? _ 0et lim T

T—+00 I T X—0 X T—>+00 21_( /1 i x% " 1)
. 1

0 et lim Ul—i——zld’oa
r——+00 .I'2

lim V24 1.arctan (z) — gx =1

Tr—+400

12



r — 2

lim

r—1

B Calculons :

lim
i —

r—2

£ T

arctanxr — — —
4
r—1

£ T4

arctanxy — — —
4
rx—1

Soit v € |1,400[. On a % < arctan (z)

s
arctanx — — €

4

|

- T

—_, donc
272

s
tan (arctana: — Z>

<

. r—1-2,/arctanz —
lim
r—1t r—1
) arctanx — 7
lim 1—-24/———5—
r—s1t (x — 1)

™

4

T T
— donc 0 < arctanz — 1 < —. D’ou :

7T
tan (arctan x) — tan i

1 + tan (arctan z) . tan %

- r—1
 1l4x
on déduit que
™ z—1
arctanx — — = arctan .
4 +x
Donc
¢ r—1
_ - arcta
' arctan x . rctan Ttz
Iim 1 -2 5 = lim 1-2 5
r—s1t (LU— 1) r—s11 \ (.T— 1)
r—1
arctan
. (1—|—x> x—1
= lim 1-2 X 5
o—1t r—1 (1+z)(z—1)
\ 1+=z
¢ rx—1
arctan
) 1+ 1
= lim1-2 X
r—s 1+ r—1 (1'2—1)
\ I+
-1 — arctan (X
On a lim z = 0, on pose X = a donc lim A =1 et lim
r—1+ 14+ 2 1+x X—0t X rz—>1+

13



r—1
arctan
r—1 (1+x> 1 ,

= +00 donc lim 1 —2 X = —00 d’ot
1+2x r—1+ z—1 (x2—1)
1+2x
x—21/arctana7—%—1
lim = —00
r—s 1t r—1

Exercice 4 On simplifie l’expression de la fonction f dans chacun des cas suivants :

z?—1
| f(m):arctan( 5 )

x
La fonction f est définie sur R*.

bol 2

—T
Soit x € R* il existe un unique o € }?, [ tel que tana = x et a # 0, d’ou

o = arctanx.
2 =1 tanZa — 1
2 2tan «
1

2tan o

tanZa — 1
-1
2tan«
1 —tan?«
-1
tan 2«
¢ <”+2)
= tan|(— a
2

Donc : f (z) = arctan <tan <g + 2a>) :

On a
—TT T
T<Oé<§ —TmT<2a<T
—
Oé7£0 20é7£0
[ r+ T <Z42a<—+
—
T v
L i9qa2L
\ 5 T2a7 g
'—7T<7T+2 <37T
— — a —
2 2 2
<— |
T T
Z 19 Z
| 3t27y
e T o<l I io o7
—_— — 0] — o0UuU — — 0] —_—
2 2 2 2 2 2

14



& Si _TW < g—k 2a0 < g, alors _Tﬂ < a <0, ceci signifie que x < 0, donc

f (z) = arctan (tan (g + 2a>) = g +2a = g + 2arctan z

& Si g < g+ 2a0 < 3%, alors 0 < a < g, ceci signifie que x > 0, donc

— < =4 22a< — = ——<K

T T 3T T <
2 2 2 2

7T+2> <7T
g T2V TSy

s s
et comme tan <§ + 2a) = tan <<§ + 2a> — 7r> , donc

= arctan

f(x) = arctan (tan <g + 2a>>
(

o ((520) )

— T ion_nx
2—i—a

-
= 7 + 2arctan x

d’ot on obtient -
f(x)= —3 +2arctanz , x>0

f(:v):g—i—Qarctanx , <0

B f(r) = arctan (1 +:v) :

— X

La fonction f est définie sur |—oo, 1[ U |1, +oo].

- T
Soit x € Dy alors il existe un unique élément o € } - [ tel que tana = x et a # —,

4

ol N

d’ot o« = arctan zx.

1+=x 1+tana

1—=x 1 —tanao
cos « + sin «

Ccos @ — SIn «
ﬁsin <% + a)
\/§cos (% + a)

ton (o)
= tan|— +«
4

Donce f (x) = arctan (tan (% + a)) :

15



On a

_W<oz< _ <37T
9 1 IS
v 7T T
“7 7 173
T+t T car T o
4 Tty g sty

& Si%ﬂ<a+%<g, alors%ﬂ<a<%, donc x < 1. D’ou

7r 7r m
f () = arctan (tan (Z + a)) =—+a= 1 + arctan z.

4

C’est-a-dire .
(Vo € ]—o0,1]), f(zx)= il arctan x

m T 37r T m
& Si §<oz+—<—, al0r5—<o¢<§, donc x > 1, et puisque

1o
< LI Im
2 Ty
< <<+7T) <37T
— _ <(+7r> <
2 CTY) TSy

T
et tan (Z—i—a) :tan<(—+oz> —7T). D’ou

f(z) = arctan (tan (% + a))

— arctan (tan (2 +0) — 7))

u
= —4+a-—-7
4

7T+ ¢
= —— +tarctanx
4

C’est-a-dire

(Vx €]1,400]), f(z)= Tﬁ + arctan x

Par suite -
f(x)= Z+arctanx ,x <1

-3
f(x):Tﬂ—Farctanx ,x>1

16
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xz

B f(r) = arctan (

La fonction f est définie sur R*.

\/1+x2—1>

-7
Soit x € R*, il existe un unique o € ]T’ [ tel que tana = x et a # 0, d’ou

| N

o = arctan x.

Vi+22 -1 V1+tan?a — 1

T tan o
1

cos? «

-1

tan o
1
-1
CoS o

tan «
1 —cosa

sin «v
1 — cos <2 X 2)
2

sin (2 x %)
oo (3) o (3) — (eo (5) 0 (3)

Il
=+
Q
=

(@)
@]
0
~— /TN N/
. (S ReR ) BollN] Be)
~— ~— [ — | D

Donc : f (x) = arctan (tan <%)
On a

1
d’ou f (x) = arctan <tan <%)) = % =3 arctan .

Donc 1
(Ve e RY), f(z)= 5 arctan x

17



B f(z) =arctan (V1+22—1x).
La fonction f est définie sur R.

. . . . ™
Soit v € R, il existe un unique o € } { tel que tana = x , d’ou v = arctan x.

ERb)

V1i+22—2 = /1+tan’a —tana

sin? o sin o
— 14+ — -
cos?a  cosw

1 sin «v

cos?a  coso
1 sin o

cosSa  CoS«
1 —sinw

COS ¢

1—sin (2 % 9)
2
coS (2 X 2)

2
1 —2sin <%) Ccos (%)
Q
2% 3)
cos( X 5
«Q

<COS

VRS
12
N——
—+
<)
=
|
N——
N——
/~
@)
@)
»n
/
e
N——
|
0
.
=
VRS
|
N——
N——

Q
@]
0

921
=
=
—~ ] ] —

N N Y R ) B O e
|

@]
Q
»n

" (3~ 3)
)

Q
@]
0

|
(CI RN O] BolG) je)

N—

I
—+
&
=

Donc : f (z) = arctan <tan (% —

| R
~
~—

18



On a

T _7
—_—— a f—
2 2
e LI
4 2 4
e 0<i-_2L
4 2 2
1
d’ou : f (x) = arctan (tan <% - %)) = % - % = % - §arctanx
Donc
™ 1
(VmER),f(x):Z—éarctanx.

FIN
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