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Représentation graphique d’une fonction
numérique

Dans tout le chapitre le plan est muni d’un repére orthogonal (O, 7, 7) :

Les Asymptotes

Branche infnie d’une courbe (de fonction)

Définition 1 .
Soit f une fonction numérique de la variable réelle x et (C') sa courbe représentative, on

dit que (C') admet une branche infinie si l'un des coordonnées d’un point de (C') tend vers
I’infina.

Asymptote paralléle a ’axe des ordonnées

Définition 2 .
Si lim f(x) =400 ou lim f(z) =400 ou lim f(z) = —oc0 ou lim f(z) = —o0,

T—xy x—n’pa' T—xy z*m:b"
alors on dit que la droite d’équation x = a est asymptote verticale a la courbe (C').
o~ 1

C lim f (x) = +o

=@

Asvmptote verticale

gquation x=a

Exemple 3 .
, . P 20 +3
Soit h la fonction définie su |—oo, 1{U]1,400] par: h(x)= T
x_
2v + 3 ) 20+ 3 5
I — i -2 I — i =2 - .
done Iph0= ooy T T e = I Sy e T

Donce (C) une asymptote verticale d’équation x = 1.



Asymptote paralléle a ’axe des abscisses

Définition 4 .
Si lim f(zr)=a ou lim f(x) = a alors on dit que la droite d’équation y = a est

r—+00

une asymptote horizontale a la courbe de f au voisinage de +oo (respectivement — 00) .

M
Asymptote horizontale .
lim f(x)=a
Equation y=a ot
a
5 3
Exemple 5 .
Calculons lin+1 h(z) et lim h(z), puisinterpréter géométriquement les résultats obtenus.
2x + 3 2
Ona lim h(z)= lim PO g 2o et lim h(z)=2.
T——+00 z—stoo L — 1 r—+o00 I r—>—00
Donc (Cy) admet une asymptote horizontale d’équation y = 2 au voisinage de 400 et
—00.

Asymptote oblique
Dans ce paragraphe f étant une fonction de la variable réelle x qui admet une limite infinie

au voisinage de 400 (respectivement au voisiange de — 00).

Définition 6 .
Si lirE (f(z) = (ax+0)) =0 <Tespectivement lim (f(z)— (az +0)) = 0) ot a €

R* et b € R, on dit que la droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe
de f au voisinage de +0o (respectivement — o0) .

Asvmptote obligue

égquation y=axz+hb



Propriété 7 .
La droite d’équation y = ax+b (a # 0) est une asymptote oblique la courbe de f si et seule-

(. [(@) : . _ fl2) .
ment Si hrr+1 =a et hrg (f (x) —ax) =0 | ( respectivement lim =aet lim (f(z)-
Tr—+00 X T—+00 Tr——00 €T Tr—>—00
Exemple 8 .
342243
Soit f la fonction définie sur R par: f(z) = I—Z—x—'—
x
Montrer que la courbe de la fonction f admet une asymptote oblique au voisinage de —oo.
2® + 2z 43 z®
Ona lim f(z)= lm ————= lim — = lim z=—oc.
T——00 r——00 xr2 +1 T——oo T—>—00
x
Calculons lim /(@) :
r——00 I
On a
x4+ 22+ 3
. f(2) . x2 41
lim = lm —m8—
r——00 U r———00 T
. ¥ +2r+3
= lim ——
z——00 (224 1)
. P +22+3
= lim ——

x——co 341
3

= Iim —=1=a
T——0o

Calculons lim (f (v) — ax) c’est-a-dire lim (f (z) —x):
On a

3
lim (f(z)—2z) = lim w—x

r——00 r———00 .732 + 1
. B+ 2r+3—22—2
= lim

r—>—00 2 +1

alors la droite d’équation y = x (a =1, b=1) est une asymptote oblique & la courbe de
f au voisinage de —oc.

Branche parabolique

Dans ce paragraphe, on considére une fonction f de la variable réelle z, qui admet une limite
infinie au voisinage de +o0o (ou — o0) et (C') sa courbe représentative dans le plan muni

- —
d’un repére (O, i, ) .



Branche parabolique de direction ’axe des abscisses

Définition 9 (
S7 lim 7) =0 <0u lim /()

T——+00 T rT——00 I

branche parabolique de direction l’axe des abscisses au voisinage de +00 (ou au voisinage de — o) .

= 0) alors, on dit que la courbe (C') admet une

Branche parabalique de direction (Ox)

Exemple 10 .
Soit f la fonction définie sur [—1,4o00] par: f(x) =2—+z+ 1.

1. Calculer lim f(x).

r—+00

x
2. Calculer lim ——=, puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
x

r——+00

& Ona lim Vr+1=+oc0 donc lim f(x)= lim 2—+z+1=—o0.

r—> 400 r—>400 r—400
& Ona
. f(x) . 2—vr+1
lim = lim ———
r—+oo r—>—+00 T
. 2 Vr+1
= lim — —
r—+400 Xz
. 2 r+1
= lim —— 5
r—+00 T
. 2 1 1
= lim ——/-+—
r—+0o0 X xr
= 0

Donc la courbe représentative de f admet une branche parabolique de direction l’axe
des abscisses au voisinage de +00.



Branche parabolique de direction ’axe des ordonnées

Définition 11 .

Si liri = 400 alors on dit que la courbe (C') admet une branche parabolique de
r—+oo I
direction l’axe des ordonnées.

[m]

branche parabolique de direction (Oy)

Exemple 12 .
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = a3 — 22°.

1. Calculer lim f(x).

T——00

2. FEtudier la branche infinie de la courbe (C') de f au voisinage de —oc.

& Ona lim f(r)= lim 2°—222= lim 2°= —o0.

r——00 r——00 r——00

& Calculons lim f(x):

r———00 €T
On a

3 -9 2
i @) i &2
r——00 I Tr——00 €T

= lim z?— 2z

r——+00

= lim z2

T—>400

Donc la courbe (C) de f admet une branche parabolique de direction l'axe des
ordonnées au voisinage de —oo.

Branche parabolique de direction la droite d’équation y = ax ou
a#0

Définition 13 .



x

Si linl /(@)
r—+o0 I

alos on dit que la courbe (C) de f admet une branche parabolique de direction la droite

d’équation y = ax au voisinage de +00.

=aota#0 et linl (f (z) — ax) = 400 ou linl (f (z) —az) = —0

= T

Remarque 14 .
On a la méme définition au voisinage de —oo.

Exemple 15 .
Soit f la fonction définie sur [0,+oo| par: f(z) = /x —x

1. Calculer lim f(x).

r—400

2. Déterminer la branche infinie de la courbe (C') de f au voisinage de +0o0.

& Ona lim f(z)= lim z—2z= lim z(1l-x)=—c0.

r—>400 Tr—+400 Tr—>400
Xz
& Calculons: lim /(@) :
r—+oco I
On a
f(x) _ Vr—ux
1 = lim
r—+oo r—>—+00 €T
= m YO
r—+00
= lim ——1
T——>+00/ T
= -1 (a=-1)

Calculons lim (f () + ) :

r—+00

On a lirg (f(z)+x)= liril VI = +oo.

D’ou la courbe (C) de f admet au voisinage de +00 une branche parabolique de
direction la droite d’équation y = —x.



Etude des barnches infinies (Résumer)

Jim fx) = p [ | limf(x) = 00

i f(x) = 00

S

Y

{C;) admet une
asymplote horl-
sontale d'équation
¥ = f} au volsinage
de 0O

(€;) admet une

asymplote verticale
d'équation x = a

{fg} admet

une une brache
parabolique de di-
rection |'axe des
ordanngéss au voisi-
nage de 00

(€;) admet une une
brache parabolique
de direction la droite
d'équation ¥ = ax
au valsinage de oo

(C;) admet une as-
symptote obliqus
d'équation ¥ m ax+ b
au voisinage de oo

L

Jm -G +h)=0 )

l:c.r } admet

une une brache
paraboligua da di
ection |'axe des
abscisses au voisi-

nage de oo

Organigramme pour étudier les branches infinies

Concavité d’une courbe - Points d’inflexion

Concavité d’une courbe

Définition 16 .

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et (Cy) sa courbe représentative dans

un repere.

& On dit que la courbe (Cy) est convexe si elle est entiérement située au-dessus de chacune
de ses tangentes.




& On dit que la courbe (Cy) est concave si elle est entiérement située dessous de chacune
de ses tangentes.

Convexe .r"'"{/ f \\x

L Y

i Concave b

Points d’inflexion

Définition 17 .
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, xo € I et (C) la courbe représentative
de f, on dit que A (zo, f (z0)) est un point d’inflexion si la courbe traverse sa tangente en ce

point.
\ /

Remarque 18 .
Un point d’inflexion est un point de (C') o la courbe (C) change de concavité.

Exemple 19 .



On considére la figure qui présente le graphe d’une fonction f sur R.

o

- Pranl dfindlexicn
-
¥

Corrrexe

Enncawe
]

La courbe (Cf) est convexe sur [0,400[ et concave sur |—oo,0].
Le point O (0,0) est un point d’inflexion de la courbe (Cy) la tangente T' traverse la courbe

(Cy) en O(0,0).
Concavité et dérivée seconde

Propriété 20 .
Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.

& Pour que la courbe (Cy) de f soit conveze sur I, il faut et il suffit que : (Vz € I), f" (x) >
0.

& Pour que la courbe (Cy) de f soit concave sur I, il faut et il suffit que : (Vz € I), f" (x) <
0.

& Pour que le point Mo (zo, f (x9)) soit un point d’inflexion de la courbe (Cy), il faut et il
suffit que la dérivée seconde f" s’annule en xq et change de signe de part et d’autre de

Zo.
Exemple 21 .
1 2
Soit f la fonction définie sur R par: f(x)= Ex‘l 222 + o+ 3

1. Calculer f" (x) pour tout x € R.

2. Etudier la concavité de la courbe (C) de f en précisant les deux points d’inflexion.

& [ est une fonction polynome, donc elle est deux fois dérivables sur R.

On a )
(Vz e R), f’(x):§x3—4x+1

et
(Vr €R), f"(z) =2" -4



& Etudions la concavité de (C) et déterminons les points d’inflexion.
Etudions le signe de f" (x) pour tout x € R :

ff(2)=0 <= 2°—4=0 <= z=2oux=—2

ro|—o0 =2 2 +x

@l + 0 —

D’aprés le tableau de signe de f” (x), on déduit que :
La courbe (C') est convexe sur |—oo, —2] et sur[2,+o00[ . La courbe (C') est concave

sur [—2,2].

f" s’annule en changeant de signe en xo = 2 et xg = —2, donc les deux points
A(=2,f(—2)) et B(2, f (2)) sont deuz points d’inflexion de (C) c¢’est-a-dire A (—2, —8)
et B(2,—4).

Axe de symétrie et centre Centre de symétrie

Propriété 22 .
Soit [ une fonction numérique de la variable réelle x définie sur un ensemble D et (C')

— —
sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére (O, 1,7 > .

& La droite (A) d’équation x = a (a € R) est un axe de symétrie de la courbe (C) si et
(Vz e D), (2a —x) € D
seulement si

(Ve e D), f(2a—z) = f(x)

& Le point Q2 (a,b) (a € R, b € R) est un centre de symétrie de la courbe (C) si et seulement
(Vxe D), (2a —x) € D

8% :
(Ve e D), f(2a—z)=2b— f(2)
Exemple 23 .
252 — 4
On considére la fonction f définie par :  f(z) = a - z+ 5
x?—2x

Montrons que la droite (A) d’équation x =1 est un aze de symétrie de la courbe (Cy).
L’ensemble de définition de la fonction f est: Dy =R\ {0,2}.
Soit x € R, on a

Dy <= 2#0 etx#2
—r#0 et —xF# -2
2—x#2 et 2—2x#0
(2—$)€Df

1Tt

10



D’autre part, soit x € Dy, on a

22—z —4(2—-2)+3
(2—z)?—2(02—1x)

2(4—4r+2?) — 8+ 42 +3
4 —4r 422 — 4+ 2x

-2 =

B 222 — 4z + 3
B x? — 2
= f(2).
Par suite la droite (A) d’équation x =1 est un aze de symétrie de la courbe (Cy) .
Exemple 24 .
On considére la fonction f définie par :
222 +3z -5
fla) = ———7—

Montrons que Q2 (1,7) est un centre de symétrie de la courbe (Cy) .
L’ensemble de définition de la fonction f est: Dy =R\ {1}.
Soit x € R, on a

r€Df <= 1#1 <= —2x#-1 = 2-1r#1 <<= (2—1z)€ Dy

Soit v € Dy. Montrons que : f(2—x) =14 — f(x).
On a

22—2)’+3(2—1) -5
(2—z)—1
2(4—4x+2*)+6—-3x—5
—r+1
—22% + 11z — 9
r—1

f(2—x)

et

202+ 31— 5
14— f(z) = I
r—1

14 (z—1) — (222 + 3z — 5)
r—1
222+ 11z — 9
x—1 '

Donc

(Ve e Dy), f(2—2z)=14— f(x).

Par suite le point Q2 (1,7) est un centre de symétrie de la courbe (Cfy).

11



Remarque 25 .

Pour étudier une fonction définie sur un ensemble D, dont la courbe admet un axe de
symétrie x = a (un centre de symétrie Q (a, b)), il suffit d’étudier la fonction sur le domaine
D N a,+o0] et de conclure pour D N]—oo,al.

FIN

Pr: Yahya MATIOUI

www.etude — generale.com

12



