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CORRECTION EXAMEN 2021

EXERCICE 1 .

1. a) Résolvons dans R l'équation : e** — 4e” + 3 = 0.

Soit x € R, on a
€ —4e"+3=0 < (")’ —4e"+3=0

on pose X = e® alors l’équation devient X? —4X +3 = 0.
Puisque A = 4, donc ’équation admet deux solutions réelles distinctes

442 4-9
X = X:
2x1 2 x 1

— X=3 ou X=1
— e"=3 ou =1
< x=I(3) oux=0

donc ’ensemble des solutions de l’équation est
S = {0,1n(3)}

b) Résolvons dans R linéquation : (I) : e** — 4e® +3 < 0
On pose X = e*, on obtient

€2 4" +3<0 <= X2 —-4X+3<0

comme A = 4 alors le signe de X? —4X + 3 est :

X —00 1 3 +0oC
X24X43]  + 0 — 0+
donc
X?-4X+3 < 0

— X e€][1,3]
— 1<X <3
— 1<e"<3
— 0<zx<In3
< 1z €[0,In3]

d’ou ’ensemble des solutions de l’inéquation est

S =10,1n3]



— 4e®
c) Calculons : lim o3 :

r—0 62;1: —1

On a
2z _ et —1)(e®* —3
T il SN ) G )/ — 4" +3=(e"— 1) (e* — 3)
z—0 e2r — 1 z—0 (61)2
(e? —1)(e” —3) 2
= lim / (%) =1=(e"=1)(e"+1)
A1) (@ )
_ lim€_3:1_3:—1
z—0e% + 1 1+1
donc Lot 43
g &2 o

z—0 e2r — 1

2. Montrons que l'équation €** + €* + 4z = 0 admet une solution dans [—1,0] :
On consideére la fonction f définie par: f(x) = €*® + e® + 4x.
& Les fonctions u: x — €* v :x+—— € et w:x—— 4x sont continues sur [—1,0]
donc la fonction f = u+ v+ w est continue sur [—1,0].

& Ona:f(-1)=e?+et—4 et f(0)=2donc f(—1)x f(0) <0

Donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires [’équation f () = 0 admet une
solution dans [—1,0]. D’ot l’équation e** +e*+4x = 0 admet une solution dans [—1,0].

EXERCICE 2 . )
Ug = 5
Soit (un),cy la suite numérique définie par :
Unp,
-
1. Calculons uy :
1
Ona:u = Yo _ 2 = —, donc u; = =
3— 2’LLO 1 4
3—2X%X =
2
1
2. Montrons que : (Vn € N), 0 < u, < 7
1 1
Pourn =0, onau0:§ donc 0 < ug < 3

1
Soit n € N. Supposons que 0 < u,, < ok montrons que : 0 < U, < 5

1 1 .
Ona:0<u, < g alors 2< 3 = 2u, <3 par suite 3 < 35 < 3




1 1 1 1
Aot : 0 < Upyy < 1 et comme 1 < 3 donc 0 < upiq < 3

D’otu d’aprés le principe de récurrence

1
(Vn € N), O<un§§.
Un+1 1
3. a) Montrons que : (Vn € N), < 5
Soit n € N. u,, # 0 puis
Up
Unii 3 2u,
Uy, U,
 uy, (3 - 2u,)
B 1
- 3-—2u,
t 0<u, < L l = < ! < L d
et comme U, < = alors = < = donc
2 3 3—-2u, — 2
Un+1 1
Vn € N), < =
(fneN), —— =<3

b) On déduit la monotonie de la suite (uy,), oy :

On a: (Vn € N), it

Un+41

1
< = et comme = < 1 alors
n 2 2 Up,

(Vn € N), upy < uy

ceci signfie que la suite (uy), .y est décroissante.

1 n+1
4. a) Montrons que : (Yn € N), 0 < u, < (5) :

1
Pourn =0, 0nau0:§ donc 0 < ug <

< 1 donc

1
2
1 n+1
Soit n € N. Supposons que 0 < u, < (5) , montrons que

o

1 n+1 Upi1
Ona:0<u, <|-= et 0 < < = alors

2 U, 2

Un+1 1 1 et
0 < u, X - x| =
TR <2)
1 n+2

donc : 0 < upyq < (5) )

:0<un+1§



D’otw d’aprés le principe de récurrence on déduit que
1 n+1
(Vn € N), 0<un§<§> :

Calculons : lim wu,, :
n—--+o00

n—--4oo

1\ "t 1 1\ "t
On a0 < u, < 5 et comme —1 < 5 < 1 alors lim 5) = 0.

D’apres le théoréme de la limite par encadrement on déduit que

lim u, =0

n—s--+oo

b) On pose v, = In (3 — 2u,,) pour tout n € N, Calculons lim wv, :

n—s--+oo

On a lini 3 — 2u, = 3 et puisque la fonction In est continue en 3 alors

lim v, =1In3

n—-—+00

1 1
5. a) Veérifions que : (Vn € N), —-1=3 (— - 1) :

Un+1 U,
Soitn € N, on a

1 1
-1 = U -1
Un+41 n
3 — 2u,
3 —2u,
— Un _
Unp,
3= 2uy —uy
= ™
3 —3u,
= ™

donc

1 1
(Vn e N), —1:3(——1).
Un+1 U,
b) On déduit u,, en fonction de n
1 1
—1=3 <— — 1) .
Un+1 Unp,

1 1
On pose w, = — — 1 alors w, 1 =
Unp, Unp+1

Soitn €N, on a :

— 1, donc

(Vn € N), w1 = 3w,

ceci signifie que la suite (wn)neN est géométrique de raison 3 et de premier terme
Wy = 1.



1 1
Donc w,, = 3"wqy , par suite — — 1 = 3", alors — =3"+ 1, d’ou

n u’I’L
1
\4 N n=
(vn €N), u 3n 41

EXERCICE 3 .

1. Résolvons dans C léquation : 2> — /3z+1 = 0.

OnalA= (—\/5)2 —4x1x1= -1, donc l’équation admet deux solutions complexes
conjuguées z1 et 2o :
—b+ivV—A  V3+i
Zl = =
2a 2
3 1 3—1
et zp =721 = <§ + 25) = \/_2 . D’ou I’ensemble des solutions est :

S_{ﬁ—z”\@ﬂ}

2 2
T
i 3
2. Soient les nombres complexes a = e 6 et b= 3 + Z\/T_
a) La forme algébrique de a :
T
i— 1
On a:a=-eb = cos (%) —|—isin(%> = ?4—52 Donc
V3 o1
=T
b) Vérifions que : ab = /3
On a
2 2 2 2
V3 1\ (3, V3
fr— _ = 7= —_— _|_ Q) —
2 2 2 2
3vV3 3 3 3
-y TiTitTr
= V3
donc : ab = /3.



3. Montrons que le point B est l'image du point A par une homothétie h de centre O dont
on déterminera le rapport :

On a

—

b=+3 < dab=+3a — b=+3aq — OB =304

=1

d’ot le point B est l'image du point A par une homothétie h de centre O et de rapport

V3.

4. Soient z Uaffixe d’un point M et 2’ Uaffixe d’un point M' par la rotation R de centre
A et d’angle g

a) On écrit 2’ en fonction de z et a

On a
K
R(M) = M +— z'—a:eza(z—a)
Ko
— z’:ela(z—a)—i-a
— Z=i(z—a)+a

donc: 2 =i(z—a)+a.
b) Montrons que : d = a+ 1

On a
R(C)=D <= d=i(c—a)+a < d=i(a—a)+a

_ V3 o1 V3 o1 i ,
etcomme.a—a—<7+z§ — 7—1—25 ——5—5——zd0nc

d=ix(—i)+a=a+1

c) Montrons que ADIO est un losange.

Pour montrer que ADIO est un losange, il suffit de montrer que le quadrilatére

a quadtre cotés de méme longueur.
T

Ona:AD=|d—al=la+1—al =1, DI:|1—(a+1)|:|—a|:‘—ezg =1

m
,OI=]1-0]=1et AO = 0—¢6|=1. Donc

AD = DI =0I = AO

d’ot le quadrilatéere ADIO est un losange.



V3-1

5. a) Vériifions que : d — b = 5

On a

(1—1)

donc

d—1b

V3-—1
2

(1—1)

On déduit un argument du nombre d — b :

On a

arg (d — b)

—

1 [27] et arg (

comme : arg (1 — )

arg (d — b)

V3-1
2

arg <\/_2_ ! (1-— z)) [27]

arg (ﬁT) + arg (1 — 1) [27]

) = 0[27], donc

— [27]

b) La forme trigonométrique du nombre 1 — b :



On a

2 2
3 V3
= 1-= 3=
2 2
1 V3
= —_—— = —
2 2

- ee(5) o}

(w+5) s (7 )
= —_ mn -
COS (T 3 18 ™ 3

B 47 s 4
= cos 3 7 sin 3
4 4
1—b=cos <§> + ¢sin (%)

—_—
—>—>)

c) On déduit une mesure de l’angle ( I.BD

donce

On a
—?, BD) = arg d=b [27]
1-b
= arg(d—>b)—arg(l—0)[27]
T 4r
= T _ Ty
1 3 127
-1
= on [27]
12
donc 19
(7, El_))) =T [27]
12
EXERCICE 4 .

f(z)=2zxlnzx -2z, x>0
Soit la fonction f définie sur 0,400 par :
f(0)=0
1. Montrons que f est continue & droite au point 0.

Ona lim 2zlnx =0 et lim — 2z =0, donc par somme on obtient

z—0F z—0

lim f(2) = 0= f(0)

z—07F

d’ou la fonction f est continue & droite au point 0.



2. a) Calculons lim f(z):

T—>+00
On a
li = lim 2xlnz —2
A @) = Ty pwing — 20
= liril 20 (Inz — 1) = +o0

car : 1112 Inz —1=+oc0 et linﬁ& 2r = +00.

b) Calculons : lim f(x):

r—+o00 I

On a
) [ (x) . 2elnx — 2x
lim = lim —mM8M—
r—+00 I r—>400 €T
= linj 2lnz — 2 = +o0
donce
_ f(z)
lim =

r—400 I

La courbe (C') admet une branche parabolique de direction l’axe des ordonnées au
voisinage de +00.

T
3. a) Calculons lim /(@) :
r—0t X
On a
. f(2) . 2xlnz — 22
lim = lim ——
r—0t+ X z—01 T
= lim 2lnz —2= -0
r—0t
donc
. (@)
lim = —00
r—0t T
T z)— f(0
On a: lim /(@) = —00 <= lim M = —o0 , ceci signifie que la
r—0t X z—01 x—0

fonction f n’est pas dérivable & droite au point 0. Donc la courbe (C') admet une
demi-tangente verticale a droite au point O (0,0) dirigée vers le bas.

b) Calculons f'(x) pour tout x € |0, +o0] :
Les fonctions u : x — 2zxlnx et v : x — —2x sont dérivable sur ]0,4o00] donc
la fonction f = u+ v est dérivable sur |0, 400 .
Soit v € ]0,400[, on a
f'(z) = (2rnx—2z)
1
= 2lnz+2r x — —2
x
= 2lnx+2-2

= 2Inz



donc
(Vz €]0,4+00[), f(z) =2Inx
c) Le tableau de variations de la fonction f sur]0,+o0o] :

On a: (VY €]0,+00[), f'(z) =2Inz, donc le signe de f' (x) sur|0,+o0| est le
méme que celut de In x.

|0 1 +0C

fao - 0+
|0 +o¢
f \_9/1

4. a) Résolvons dans |0, +oo[ les équations f () =0 et flx) = x.
& Soit v €]0,400[, on a

fl@) = o0
<~ 2rlnx—2x=0
< 2z(lnz—-1)=0
<~ Inx—-1=0
<— Inx=1
<~ 1x=¢e

et comme e € ]0,+o00[ donc l’ensemble des solutions de l’équation est

S = {e}

& Soit z €]0,400[, on a

fl) = =
<~ 2rlnzx—-2r==x
<— 2zlnzx—-3x=0
<— z(2lnzx—-3)=0
<~ 2Inz—-3=0
<~ Inx= §
2
3
< T = 65
3
et comme e2 € 10, +o0[, donc l’ensemble des solutions de l’équation est
3
S =142



b) La courbe (C) dans un repére orthonormé (O, 7, 7) :

1+ ¢?

5. a) Montrons que : / rlnzdr =
1

En utilisant une intégration par parties, on pose

done

/ zlnxdr =
1

—
=}

&
no| 7,
_ 1
— ®

|
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[N

QU
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b) Déduire /ef (x)dz -
1

11



On a

e

/ 2o Inx — 2xdx

1

/ 2z In xdx — / 2xdx
1 1

= 2/ xlnxdw—Q/ xdx
1 1

donc

/:f(x)dac—g;ez

6. a) D’aprés le tableau de variations, —2 est une valeur minimale de [ sur |0, +o0]
atteinte pour x = 1.

-1
b) On déduit que : (Vz € ]0,+0]), Inx > z
x
Pour tout x € ]0,+00[, on a
f) = =2
= [f(z)=-2
<—— 2xlnz—2z> -2
< 2xlnzx >2x—2
< 2zlnz>2(z-1)
r—1
<— Inx>
T
donc
x—1
(Vz €]0,400[) ,Inxz >
x

7. Soit g la restriction de la fonction f a Uintervalle [1,+00].

a) Montrons que g admet une fonction réciproque gt

Pour tout x € [1,+00[, la fonction f est continue et strictement croissante, alors
g est continue et strictement croissante sur [1,+oo[ donc g admet une fonction
réciproque g~ ' définie sur J. Tel que :

J=g(L+oo)) = [g(1), lim g(2)| = [~2, +oo]

T——+00

12



b) Voir la question 4 —b.
h(z)=2%+3z, <0
8. On considére la fonction h définie sur R par :

h(z)=2zxlnx —2x, >0

a) Etudions la continuité de h en 0.

On a lir%+h (x) = liné+2x Inx—2x =0=h(0), donc la fonction h est continue
a droite au point 0.
On a lim h(x) = lim 2*+3x =0 = h(0), donc la fonction h est continue a

z—0~ z—0~

gauche au point 0. Dot h est continue au point 0.

b) Etudions la dérivabilité de la fonction h & gauche au point 0.

On a

h(x)—h(0 3
fm M@ RO S e g

r—0~ x—0 z—0~ X r—0~

donc la fonction h est dérivable a gauche au point 0 et on a h, (0) = 3. D’ou la
courbe représentative de la fonction h admet une demi-tangente a gauche au point

y =3z
O (0,0) définie par
z <0
_ h(z) = h(0) [ (2) , . o
c) Ona lim ——— = lim = —o00, donc h n’est pas dérivable a droite
z—0t x—0 z—0t T

au point 0, ceci signifie que la fonction h n’est pas dérivable au point 0.

FIN

Pr: Yahya MATIOUI
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