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Correction devoir surveillé N2

Probléme d’analyse 1 (13 points)

Partie 01 On considére la fonction numérique h définie sur R par : h(x) = e * +x — 1.

1) La fonction h est dérivable sur R comme la somme de deux fonctions dérivables : x ——
e et v — x — 1. Calculons ensuite h'(x) pour tout x € R :

W(z) = (e +z—1)
= —e "+1

étudions maintenant le signe de h'(x) sur R. On résout les inéquations suivantes :
h'(z) >0 et h'(z) <O0.

Rz) > 0<+= —e*+1>0
<— —e*>-1
— <1
— —x<0
<— x>0
< 1z €[0,+00|

Ceci signifie que pour tout x de [0,400[, on a : h'(x) > 0. Donc, la fonction h est
croissante sur [0, +00].

B (z) < 0« —e"+4+1<0
— —e <1
— e*>1
<— —zx>0
— <0
< 1€ ]—00,0]

Ceci signifie que pour tout x de |—00,0], on a : h'(x) < 0. Donc, la fonction h est
décroissante sur |—o00,0].



On déduit le tableaw de variations suivant :

xr |—00 0 —+00
R/ (x) — (:) —+
+o0 —+0o0
h(x) ~. 0 _—

2) Montrons que h(x) > 0 pour tout x € R.

D’apés la question précédente, on déduit que la fonction h admet une valeur minimale
en point d’abscisse 0 sur R.Ceci signifie que pour tout x de R, on a h(z) > h(0) et
comme h(0) =0, alors :

Ve e R, h(z) >0

Partie 02 On considére la fonction numérique f définie sur R par: f(z) = pra

1) La fonction f est dérivable sur I’ensemble R comme le rapport de deux fonctions dérivables
cx—x et x— x4 e *. Calculons f'(x) pour tout x de R.

fla) = ()
(x+e ™) —z(x+e )
(x 4+ e™*)2
(z+e ™) —az(l-e™)
(x + e*)?
r+e ™ —x+xe”
(x+ e )2
(x+1)e ™"
(x4 e)?

xT

2) Etudions le signe de f'(x) sur R.

Ona: (z+e™)? =0, pour tout = de R. Donc le signe de f'(z) sur l’ensemble R est
celui de (x + 1). Comme expression x + 1 s’annule en —1. Alors :

€ —0 —1 oo
o+l — O +

Ceci implique que :
(Vz € ]—o00,—1]): f(z) <0 et (Vze[-1,4o0]): f'(z) >0

On déduit le tableau de variations sutvant :

a —O —1 o0
V€D — 0+
(8] 1
J(x) T _1 —
c—1




o Justification des limites en +0o et —o0 :

re®

1
lim f(x) = lim '~ lim L_x = lim —=1
T—+00 r—+oo L + e % T—+00 ZL’(l + ex ) r—to00 1 + poo
. 1
car lim =0
z—4o00 Te¥
et
. . x . T . 1
lim f(z) = lim = lim ———= lim —— =0
T—>—00 z——oco T + e~ 7F T—>—00 m(]_ + eT) z——00 | + —

xT

car lim = —o0, et lim ze~

r——o00 Te’ T—>—00

= 0" puisque xe® < 0.

3) Vérifions que : (Vx € R) : x — f(z) = hazz—g"?l

T

T+ e "
T —x

x—flz) = x—
x? + we”
s
r(e®+x—1)
r+e”
zh(x)
r+e*—-1+1
xh(z)
h(z)+1

e ctudions le signe de x — f(x) sur R.
On a d’aprés la partie 01 que pour tout z de R : h(x) > 0. De plus : h(x) +1 >
1 > 0, Ceci signifie que : h(x) + 1 = 0. Donc, le signe de x — f(x) sur l’ensemble
R est celui de x. D’ou on obtient :

€T —0o0 0 —+0o0

x—f(x) — (:) +

4) La position relative de la courbe (Cy) et la droite (A) d’équation : y = .

o Six €]0,+00] alors x — f(x) = 0. Ce qui signifie que la courbe (Cy) est au-dessous
de la droite (A) d’équation : y = x.

o Six € |—00,0] alors x — f(x) < 0. Ce qui signifie que la courbe (Cy) est au-dessus
de la droite (A) d’équation : y = x.

e La courbe (Cy) et la droite (A) se coupent en point d’abscisse 0.

5) On considére la (u,) définie par: ug =1 et upy1 = f(uy), pour tout n € N.



a) Montrons que : (Yn € N): 0 <w, <1.

1. Initialisation : si n =0, on a ug = 1 et comme 0 < ug < 1. Alors l’encadrement est
vrai pour n = 0.

Hérédité : On suppose que 0 < u,, < 1, montrons que : 0 < u,,q < 1.

On sait que la fonction f est croissante sur [0,1], Donc :

0§un§1=>f(0)§f(un)§f(1):>0§un+1§1 <l = 0<up1 <1

+ el

Donc, d’aprés le principe de récurrence on déduit que

VvneN, 0<u, <1

b) On sait que pour tout x € [0,1], on a x — f(x) > 0. Comme u,, € [0,1], alors on
pose x = u, on aura u, — f(u,) >0 puisque f(u,) = w1, alors on obtient :
Up — Upa1 > 0.
Un1 — Un S 0

Ce qui montre que la suite (u,) est décroissante, et puisqu’elle est minorée par 0,
alors elle est convergente.

c) Montrons que : lim, ;o u, = 1.
On a

* La suite (uy,) est définie par : uni1 = f(uy).
* La fonction f est continue sur [0,1]
* £([0,1]) C [0,1] et up € [0,1].
* La suite (u,) est convergente.
Done, la limite de la suite (u,) est la solution de l’équation f(x) = z dans

[0,1].
Soit x € [0,1], on a
flz) = =< fl)—2=0
PN —zh(x) _
h(z)+1
<= —zh(z)=0, / h(x)+1>0 pour z €]0,1]
< z=0o0uh(z)=0
<~ x=0oux=0
<~ x=0

Ce qui signifie que :
lim wu, =0

n—s--+oo

EXERCICE 2 (compleze)



1. On résout dans l'ensemble C l’équation : (F) : 222 +2z+5 = 0.

Calculons le discriminant A :

A = b —dac
= 22 4x2x5
= 4—-40
= —36<0

L’équation (E) admet deux solutions complexes conjuguées z1 et zy

—b+ivV—A —2+iV36 —-2+6i -1 3.

21: - = :—+—Z

2a 4 4 2 2

et comme : 29 = 7] = (—% + %z) = ’71 — %2 Donc
-1 3. -1 3
gzt 3, -1 3.
{2 345 22}

2. On consideére les points A , B et C d’affizes respectives : a =2 — 2i , b= %g + %2 et
c=1—3+(1+V3)i
a) La forme trigonométrique des deux nombres complexes : a et b.
e Le nombre complexe : a =2 — 21
On a: |a] = /22 + (—2)2 = V8 = 2/2. Donc
2)%ﬂf V2
2f '2v2 2 2

e Le nombre complexe : b= %g + %2

On a: o] =/(£)?+ (12 =+1=1. Donc

a=2-2i=2v2(—— —) = 2\/§<COS(T

3. On considére la rotation R de centre le point O et d’angle %’T

a) Le point M' d’affize 2’ est l'image du point M d’affize z par la rotation R, c’est-a-
dire : R(M) = M'. Donc :

RM)=M < 2 —o=cti(z—0) — 2/ =co'z
5T

et comme : €% = cos 5T ¢ +isin g =b. (La question 2 — a). On obtient : 2’ = bz.



o Vérifions que : R(A) = C.

On a d’apreés ’expression complexe de la rotation R :

(2 — 2i) (_T\/g—i-%z) =1-V3+(1+V3)i=c

Donc C' est l'tmage du point A par la rotation R.

4. Montrons que : arg(c) = arg(a) + arg(b) [27] .

D’apres la question précédente, on a C' est l'image du point A par la rotation R. C’est-
a-dire : ¢ = ab. Donc

arg(ab) [27]
axg(a) + arg(5) [27]

arg(c)

on calcule ’argument du nombre complexe c:

-7 5T
arg(c) <t [27]

lﬂ' [27]
12
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