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Correction de la série

Exercice 1 .
1 1

Soit f la fonction définie par : f(x) = —— — — (B2)’
sinz  sin (3z

1. On cherche Dy :

Dy = {z€R/ sinz #0 et sin3z # 0}
= {zeR /x#knet3o#kr, kelZ}

= {mER/x#kwetm;«é%, k:EZ}
= R\{k‘ﬂ', ]%T/kEZ}

2 2
2. a) Montrons que : (Vx € Dy), f(x) = cos 21

Soit x € Dy.

sin 3x

@) = o

sinz  sin (3z)
sin3x — sinx

sin . sin 3z

3r +x . 3r—=x
2 cos .sin

sin x. sin 3z
2cos2x.sinx

sin x. sin 3z
2cos2x

sin 3x

donc

(Ve D), f(x)= 2 cos2x

1 1 2
b) & On déduit que : = — = = \/_7r

sin — CcoS — CcoS —

8 8 8

sin 3x




Remarquons que :

w(57)

1 1
d’autre part, on a f(x) = —— — — pour tout x € Dy donc
sinz  sin (3z)

s 1 1 1 1 1 1
f(§>:,7r_ 3 :_7'(_.(71' 7r):.7r_ ™
sin— sin — — - sin—  cos—
g sin (g) g M\27 % 8 8
donc d’aprés (1) et (2) on déduit que
1 1 V2
T T T

sin — CcoS — CcoS —

8 8 8
& On déduit que : tan (g) —v2-1:

On a
1 1 V2
T T — T
sin— cos—  COS—

8 8 8

en multipliant par sin <g) les deur membres de ’égalité on obtient
1 —tan (g) = V2 tan (g)
= —tan(g) (\/§+ 1) =1

T 1
<= tan(—) =v2-1

8)  V2+1
tan(g>:\/§—1

donc



3. On résout dans R ’équation (E)

Soit x € R.

<\/§ — 1) cos 2z + sin 2z

H I

[ A

!

: (\/5— 1) cos 2z +sin2x = 1.

—

—+
o
=

cos2r +sin2c =1 / V2 —1=tan (g)
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.cos2x +sin2x =1
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.coS 2x + cos <§> .sin 2z = cos <§>
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8 8 8
(2 +7T> . 5t
sin (22 + — ) =sin [ —
8 8
( T hm
2 —=— 42k
13—1-8 8+ ™
ou / kel
2x+z:7r—5—7r+2k:7r
\ 8
( 5t 0w
2% = — — = 42k
x 3 8+ m
ou / keZ
5
\21’277—%—%—1—21%
2:v:§—|-2k7r
ou | kel
T
2r = — + 2k
| x 4+ m
(x:%—i—lmr
ou / ke
ZB—E-F]{?T
\ 8

donc lensemble des solutions de l’équation (F) est :

-~

+k:7r/keZ}U{%+k7r/k€Z}



4. On prouve que : +

.27
sin —

7

1

. 3r .27
Sin — —+ Sin —

7 7

27T+

sin —

7

Donc

Exercice 2 .

Pour tout x € R, A(x) = cos4dx —sinz. Soit 6 un réel de }O, g[ tel que : sinf) =

1. & Montrons que : cosf =

o2 . 3w

sin —. sin —
7 7

3r 27 3

7+7 7

2sin | ———— | cos

2 2

2T
7

o 2m . 3w
sin —. sin —

7 7

9 g 5% (7‘(‘)
sin 14 CoS 14

o 2 . 3m
sin —. sin —
7

7

10 + 25

4

Vh+1
—




On a

cos? 0 + sin? 0 1

<~ cos’f=1—sin’6
2
2 V5 -1
<— cos“f=1-—
4
—1 —1
— (:0529:<1—\/5 )(1—1—\/5 )
4 4
5—5) (3+ V5
= 00829:( \/_)( \/_)
16
., 10+2V5
<— cosl=——
16
V10 + 2v/5
= COSQ:+\/_ / cosf >0 avec@E]O,g[
5+1
2. & Montrons que : cos20 = \/—4+ :

cos20 = 2cos’f—1

2
10+ 2
= 2><<—OI \/5> -1

_ lo+2vs
- ==
2+2v5
8
V5 +1
4

& Calculons cos (40) .

cos (40) = cos(2 x 20)
= 2cos? (20) — 1

_ 2<\/5+1> _1
4

_ (\/3+1)2_1

8
 (5+2v5+1) -8
B 8
2425
- ==
V-t
4



& On déduit que : A(9) = 0.

On a Y Y
5—1 5—1
A () = cos (40) — sinf = - =0
4 4
3. On résout dans ]O, g[ léquation : A (z) = 0.
T
Soit ]0,—[.
ot x € 5
Ax) = 0
< cosdr —sinz =0
<= cosdr =sinx
<= cosdr = cos <g — x)
( 4 = g — x4+ 2km
S ou | keZ
4o = T +x + 2k
\ 2
([ 5a= g + 2%n
= ou / kel
dr = I +x + 2km
( 2
(50 = g + 2%
= ou / keZ
3z = —= + 2%kn
( 2
( 0 n 2km
r=-—+—
10 5
= ou | keZ
T n 2km
r=—-——=4+—
\ 6 3
on cherche parmi ces solutions ceux qui appartiennent a ]0, g [
& Ona
T 2kwm 0w 1 21 1 -1 2k 2

1
0< —=—t+—< 7 <= —— = — < —< - = —<k<l1
S0t <3 0°35 S2 10 035 5 1 =hs

2x0
comme k € Z alors k =0 donca:zljtﬂ:l.

10 5 10
& Ona

0< 7T+2km<w <— 1<k<1
6 3 2 4

T 2kmw T
donc : Vk € 7, — = 4+ 221 }o,—[.
onc € T3 ¢ 5
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Donc [’ensemble des solutions de [’équation est :
T
- {5)
10
& Ona 110 est l'unique solution de [’équation A(x) = 0 sur ]O,g[ et d’apres la

question 2/ on déduit que

= —
10

4. On résout dans R ’équation : (F) : /10 4+ 2v/5. cos T + (\/5 - 1) sinz = 2.
Soit ¢ € R.

\/10+2\/5.cosx+<\/5—1> sin x = 2

10+ 2V/5 Vi—1 . 1
& ————F—.cosT+ sinx = =
4 4 9
. . 1
<= COSQ.COSJZ+SIH9.SID$:§
= COS(I—Q):cosg
($—9=g+2k:7r
— ou | kel
T
—0=——+42k
\:L‘ 3+
(&= +0+2%n
A ou /keZ
T= - 4042k
\ 3
( T
= -4+ —+2k
z 3+10+ m
— ou | kel
p=—o ok
\ 3 10
( 137
= — 42k
z 30+ T
— ou / kel
=——+42k
| T Ty T

Donc l’ensemble des solutions de l’équation (F) est :

137 7
=<¢—+2 Z —— +2 7
S {30+k7r/ke }U{ 30+ kr/ ke }

Exercice 3 .



1. Montrons que : cos4x — cos2x = (2cos2z + 1) (cos2z — 1).

Soit x € R.

cosdxr — cos2x = cos (2 X 2z) — cos (2x)
= 2cos® (2r) — 1 — cos (27)
= 2cos? (27) — cos (2z) — 1

d’autre part, on a

(2cos2x + 1) (cos2z — 1) = 2cos® (2x) — 2cos (2x) + cos (2z) — 1
= 2cos® (21) — cos (2z) — 1

donc
cosdx — cos2x = (2cos2x + 1) (cos2x — 1) .

2. Etudions le signe de cos4x — cos2x sur [0, ] .

& Déterminons le signe de cos (2x) — 1

On a
(VreR),—1 <cos2zx <1
donc
(Vx € R),—cos2x —1<0
FEt on a
cos2x — 1 = 0
<= cos2x=1
— 20=2kr | keZ
— z=kn/kelk

comme x € [0, 7] alors
cos(2r) —1=0 < z2=0 oux =

& Déterminons le signe de 2 cos (2z) + 1
On pose X = 2x.
Comme x € [0, 7] alors 0 < 22 < 27 donc X € [0,27]. D’ou

2cos(X)+1>0 COSX>_—1
— 2
X €[0,2n] X € [0,2x]
. -1 .
on résout d’abord dans [0, 27] I’équation cos X = - On obtient
-1 2m 4m
Ccos 5 5 oU 3



1
On construit le cercle trigonométrique et la droite d’équation X = —3 puis on dé-

-1 2 4
duit ’ensemble des solutions de l'inéquation cos X > - est : [0, ?ﬂ [U} ?ﬂ, 2#] .

C’est-a-dire

—1 2T 47
X >— X — —,2
cos >2<:> €|:O,3|:U:|3,7T}
2

—, W] . D’ou le tableau de signe de cos (4x) —

X e[oﬁ[u
commexr = —, alors —
2’ 31713

cos (2x) est le suivant :

T 0 % %ﬂ T
2co82x)+1 + (H - +

cos2r)—1 |0 — — — 0

cos(4a)—cos2x) | 0 - ﬂ + : - 0

3. On déduit les solutions de l'inéquation cos (4x) > cos (2x) sur [—m, 7] .

D’aprés la question 2/ on a
cos (4x) — cos (2z) > 0 . o
— << —

z € [0,7] 3 3

Soit x € [-m,0] on a —x € [0, 7], comme la fonction cos est paire alors

cos (—4x) — cos (—2zx) > 0

{ —x € [0, 7]
cos (4x) — cos (2z) > 0
<~
{ x € [—m,0]
T 2m
<~ g < —xr < ?
2m -7
<~ —? < - < ?
-2 -7
<~ S ]T,?{

D’ou l’ensemble des solutions de l'inéquation cos (4x) > cos (2z) sur [—m, 7| est

27 -7 T 21
S—]T’?M??{



Exercice 4 .
Soit a un réel.

1. Calculons /2 cos (a — %) en fonction de cosa et sina :
V2 cos <a — %) = V2 (cos a. cos% + sin a. sin %)

V2 W2
= \/§<c0s&.7+sma.7>

= cosa-+sina

1
On déduit que : cosa.sina = cos? (a — %) — 3

2( 7r> 1 cosa+sina\® 1
cos"la——)—= = —_— ] — =
4 2 V2 2

cos®a + 2cosa.sina + sin®a 1

2 2

1+ 2cosa.sina 1
2 2

1 . . 1
= —+cosa.sina — —
2 2

= cosa.sina

2. On considére la fonction numérique f définie sur R par :

f () = cos (4z) + sin (4z) — V/2sin (8z)

a) Montrons que : (Vo € R), f(x) =+/2 [—2 cos? <4$ — %) + cos <4x - %) + 1] :
Soit x € R.

V2 [—2 cos® <4m — %) + cos <4x - %) + 1]
= —2v2cos? <4x — %) + /2 cos (43: — %) +V2

= —2V2 (cos (4x) g + sin (4x) g) +V2 (cos (4x) .COS% + sin (4z) . sin %) +V2

— —4f (cos (4z) + sin (42))” + cos (4x) + sin (4z) + V2

= —% (cos? (4z) + 2 cos (4z) . sin (4x) + sin® (4@)2 + cos (47) + sin (42) + V2

= —V2(1 + 2cos (42) sin (42)) 4 cos (4z) + sin (4z) + V2
= —V2(1 +sin (8x)) + cos (42) + sin (42) + V2

= —V/2—/2sin (8z) + cos (4z) + sin (4z) + V2

—  cos (4z) + sin (4z) — V25sin (8z)

= f(x)

10



donc

(Vz e R), f(z) =2 [—QCOSQ <4x — %) + cos (4x - Z> + 1]

b) Montrons que : (Vx € R), f(z) = 21/2sin? (2x - §> [1 + 2cos <4x - %)] :
Soit © € R.

2v2sin (22 - g) [1+2cos (42— 7 )|
= 2V2sin? (Zx g) + 4v/2 sin? ( g) cos <4x — %)
= 2V2sin? <2x g) + 4v/2sin? ( g) coS (2 (21‘ — g))
= 2V2sin? <2x g) + 44/2sin? ( 78T> (2 cos? (2x — E) — 1>
= 2v2sin? <2m g) + 8v/25sin? ( g) cos® <2m — —) 44/2 sin? <2x — g)
= —2v/2sin? <2m — g) + 8/2sin? < g) cos? <2m — g) / 2sinx. cosz = sin (2x)
= —2v/2sin? <2x - %) + 2v/2sin? <4x — %)
= V2 (2 sin? (433 — %) — 2sin? <2:1: — g))
= \/5(2si1r12 <4x—%>+1—2sin2 (23:—%)—1)
= V2 (2 sin? (433 — %) + cos (496 — %) - 1)
= \/§<— (1—25i1r12 <4w—%>>+cos <4x—%>) / 1—2sin? 2 = cos (27)
= V2 —cos (8z — g) + cos (4x) \/75 + sin (4x) \/7§>

(e
= V2 (— cos (g — 833) + g (cos4x + sin 455))

—V/2sin (8z) + cos 4z + sin4x
f(x)

donc

(reR). f(e)=2vasin® (20 = ) [14 2005 (42— )]

3. Résolvons dans R [’équation f (x) =0:

11



Soit z € R.

fl@) = 0
<— 2\/§sm <2x—§> [1+2COS (4x—£)} =0
1
<~ gin? (2:1:—%):0 ou COS<4$—%):—§
2
<= sin<2x—g>:0 ou cos(4x—%>:cos<§)
4
4x—%=2§+2m
= -~ =kr ou ou / kel
; g T2 2T o
r——-=—— T
. 4 3
( T T
dop — — = — + 2
x 1 3+ km
— 2r=—-+kr ou ou / ke
8 4 T 27T+2k
r——=—— T
\ 4 3
( 11
4x:—7r+2k7r
T km 12
= r=—+— ou ou / ke
16 2 51
do = —— + 2k
\ X 12—|— T
( 117 kr
x—_ [
Tk 48 2
— r=—+— ou X{ ou / keZ
16 2 57T+k71'
r=—-——+—
\ 48 2

Donc l’ensemble des solutions de l’équation est :

S = {f6+—/k: Z} {141;+—/k Z} {ig+—//<; z}

Exercice 5 .
On considére la fonction numérique définie par :

sinx — cosx

f )= sin (2z) — v/2cos

1. a) Résolvons dans R 'équation : sin (2z) — /2 cosz = 0.

12



Soit ¢ € R.

sin (2z) — V2cosz = 0
<= QSinx.cosx—\/écosxzo
<= cosx<25in:c—\/§):0
. NS
<= cosx =0 ou smx:T:sm—
( x:%+2k7r
= a;:gwm/kez ou ou / kel
T
=7——+2k
\x ™ 4+ T
( I‘:%—{—Qk‘ﬂ'
= x:g—i—lm/k:GZ ou 30u / kel
a::—ﬂ+2k57r
\ 4

donc l’ensemble des solutions de ’équation est :

S:{g+k7r /keZ}U{%qLZlm/keZ}U{%ﬂ+2kw/k’eZ}

b) On cherche Dy :
On a
Dy = {xER/sin(2x)—\/§cosx7é0}
= R\ S

3
- R\ {g—klm, %—l—Qk‘ﬂ, f+21m/k;ez}

tanx — 1

2. Montrons que : (Vx € D), f(x) = —————.
ue s (¥ € Dy). f () = S

Soit x € Dy.
sinx — cosx
flo) = sin (2z) — v/2cos
B sinx — cosx
~ 2sinz.cosx — V2cosz
cosx (sma: — 1)
B Cos T
" cosx (2 sinz — \/5)
~ tanz —1
B 2sinx — \/5
donc

tanz — 1

(Vx € Dy), f(m):m

13



3. a) Résolvons dans [0,2x] l’équation f () =

Soit v € [0,2r] N Dy = [0, 27] \ {%7

tanx — 1

J@)=0 = 2/

=0 <= tanz—1=0 <= tanzx =1 <= ZL‘:%—F]{??T/]CEZ

T ™ 3m 37w

comme = € [0,27] \ {Z,§7Z77

{ 31 3w }
alors

} ce qui signifie que x € [0,27] et © ¢

RS

Y

N

VY
T 1 7
0< —+kr <2 —— <k<-
< 4—1— T <2 <— 1SS
. us om
puisque k € Z alors k € {0,1}, donc z = 7o = Comme x ¢
3 3
{%, g, Iﬂ, g} . Donc l’ensemble des solutions de l’équation est :

{3)

tanz > 1

b) Résolvons dans [0, 27] le systéme suivant : /3
sinx > 7

Le systéme ezxiste si et seulement si x # g +kr | k€ Z. C’est-a-dire le systéme

est défini sur D =R\ {g+k7r/k€Z}.

& Soitz € [0,27] N D = [0,27] \ {W ?m}.

22
On a . .
tanr =1 <= tanx:tanz = HZZZ—{—/WT/]{EZ
T 37 T o ,
comme z € [0,27] \ USY alors x = 7N =7 On construit le

cercle trigonométrique puis on déduit [’ensemble des solutions de ['inéquation
tanx > 1 est:
} T T [ U St 3w | g
42 472
& D’autre part, on a

2 3
sinx:\/?_ = sina::sing = xz%%—?lmr ouxzf—l—le/k‘EZ.

14



s 3T
et comme x© € [0,27] alors x = — ou x = —. On construit le cercle

trigonométrique puis on déduit I’ensemble des solutions de l'inéquation sin x >

V2

— est:
2

T 3
}Z’I{SQ

donc l’ensemble des solutions du systéme est :

T
1 2 13
Exercice 6 . , ,
Résolvons dans __ﬂ-’ z l7znéq’l,LCLt7,07’L . C(?S( .T) + 2cosz 2 0
2 2 sinx — \/gcosx

On cherche l’ensemble de définition de l’inéquation
D:{xER/ sinx—\/gcos:v%()}

Résolvons Uéquation : sinx — v/3cosz = 0

sinx—\/gcos:z; 0

a . . T ™
<— 2 (smm.smg —cosg.cosx> =0
T . LT
<— =2 (cosx. cosg — sin . sSin E) =0
<= —2cos(x+%>:0
T
<— cos(x+g>:O
= x+%=g+lm/kez
= x:g—i-k:ﬂ/kGZ

donc
D=R\ {nglm/keZ}

D’ou linéquation est définie sur D.

15



- - m
ire | an- [ 7] )
Sosz{Q 2}0 {2 2}\3
cos (3x) + 2cosw
sinx—\/gcosx

0

cos 3x + cosx + cosx
<= > ()

2 ( +7r> -
—Z2COS | —
6

2C0S2x.CcoST + Ccosx
— >0

/7"' p—
~2c0s (v + )
CcoS a:—l—6

2 2 1
cos z (2 cos 2x + )>0

2COS( +7r) B
JR— x —
6
_cosa:(2cos(27f)—|—1) >0
2¢05 (2 + )
cos x—|—6

FEtudions le signe de 2 cos (2x) + 1 et cos (x + %) sur [—g, g] :

OnposeX:x—i-% ett =2

T T T T 2 )
Comme x € [——,—] alors —m <2z <met —— <z + - < — clest-a-dire t € [—7, 7]
) 2°2 3 6 3
-7 27
tXe|—,—
axe |77
Donc
2cost+1 = 0
— t=—
cos 5
2T
<= cost:cos?
y 21 , 21
<= = — out=——
3 3
IS x:z oum:—z
3 3
et

T T T 7
X: X:— —_ ——— = —
Cos 0 <— 5 <— 5 5 3

On construit le cercle trigonométrique puis on déduit les tableaux de signes suivants :

—7T - T yis
X 2 3 3 2
[
2c08(22)+1 — (I) + + —

16



et

donc on déduit le tableau de signe de l’expression

—_ iy
x 2 2
= 2
X 3 3

L = o | ol

cos(x—l—%) +

cos (3z) + 2cosw

sinz — v/3cosx

, i i iy T
L 2 3 3 2
—COSx 0 — — 0
2c0s(21)+1 — ) + (
cos(x—l—%) + + (
—cosr(2c08(2zH1)
. 0 + 0] — 0
2(303( .1/+”67 )

d’ou l’ensemble des solutions de l’inéquation est :

- [73)045)

FIN
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