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Correction de la série

Exercice 1 .
Sotent a et b deux réels positifs tels que : 1 < a < b.
Comparons les nombres A =a? +1 et B = ab + 2.
Etudions le signe de A — B :

A-B = a*+1—(ab+2)

= a*+1—ab-2
= a®—ab—1
= a(a—0b)—1

Onal <a<balorsa <b cest-a-dire a — b < 0 par suite a(a —b) < 0 (car a > 0)
c’est-a-dire a (a —b) —1 < —1 et comme —1 <0 donca(a—b)—1<0, dov A—B <0 ce
qui signifie que

A< B
Exercice 2 . 7o+ % ”
a
: > .
Montrons que T T
Soient a et b deux réels strictement positifs.
Ta+2b 8  (Ta+2b)* —56ab
Ta Ta+2b  Ta(7a+2b)
B 49a? + 28ab + 4b* — 56ab
B 7a (Ta + 2b)
_ 49a® — 28ab + 4
N 7a (Ta + 2b)
(Ta — 2b)°
Ta (7a + 2b)
— 2b)?
On a (7a — 2b)* > 0 pour tous a,b et 7a (Ta + 2b) > 0 alors % >0 donc
Ta + 2b S 8b
Ta — Ta+2b

Exercice 3 .

1 1
Montrons que : (a + b) (— + E) > 4.
a



Soient a et b deux réels.

11 b
m+m(—+—)—4::1+9+—+1—4
a b a

ab
a? — 2ab + b?
ab
(a—b)”
ab

On a (a— b)2 > 0 pour tous a,b € R, et comme a et b ont le méme signe alors ab > 0

donc

> 0 ce qui signifie que

(a+®<l+%)24

a

a

Exercice 4 .

1. Montrons que : a®> + b*> > 2ab.

Soient a et b deux réels.

a’>+ b —2ab = a®—2ab+ b?
= (a—b)220

Donc
a? + b? > 2ab.

2. a) On déduit que : a®> + b* + ¢* > ab + ac + be.
Soient a, b et ¢ des réels.

On a
a’® + b*> > 2ab
a® + 2 > 2ac
b? + 2 > 2be

en ajoutant ces inégalités membre a membre on obtient

2a% + 2% 4+ 2¢% > 2ab + 2ac + 2be

c’est équivaut a
2 (a® +b* + ) > 2(ab+ ac + be)

c’est équivaut a
a® + %+ % > ab+ ac + be.



b) On déduit que : a* + b+ +d* > (a+b) (c+d).

On a
b? + d? > 2bd

a® + 2 > 2ac
b2 + 2 > 2be
a? + d? > 2ad

en ajoutant ces inégalités membre a membre on obtient

2a% + 20% 4+ 2¢% + 2d? > 2ad + 2ac + 2be + 2bd

c’est équivaut a

2 (a®+ b+ +d*) >2(ad + ac + be + bd)

c’est équivaut a
a? +b* +c +d* > ac+ ad + be + bd

et comme (a + b) (c + d) = ac + ad + bc + bd donc

?+0+E+d* > (a+b)(c+d).

Exercice 5 .
Soient x et y deux réels tels que : 2 <z <5 et -4 <y < -2

& On encadre x X y :
Ona—-4<y<—2alors2< —y <4 etcomme2<x<5 donc

4 < —xxy<20

c’est-a-dire
—20<rxy<—4

& On encadre z :

Yy
1
Ona:zzmx—.
Yy Yy
1 -1 1 .
C’omm62<—y§4alor31§—§§ et puisque 2 < x < 5 donc
Y
1 1 5
— < —zrzx-< =
2~ y - 2
c’est-a-dire
5 x -1
R S S
27y 2



& On encadre : ’ =22 +y? x :
r—Y =Y
2,2
Ona:u:quLyzx .
r—y =Yy

Ona—-4<y<-2et2<x<5alors4<y?><16 et4 < x? <25 par suite
§<ai+y* <41 (1)

. D’autre part on a2 < —y <4 et2<x <5 alors2+2 < x+(—y) < 4+5 c’est-a-dire
4<z—y <9 donc

1
<

1
< -
Tx—y 4

(2)

NoN=

D’aprés (1) et (2) on en déduit que

1 1 1
8><§§.:1:2+y2><x_ <41XZ
donc . ) ;
et Ty <ﬂ
9~ z—y — 4
Exercice 6 .
1. Simplifions A.
1 1
A = 2
(3+v10)°
3— \/ 3—|—
B ’3—\/10'_‘3+\/1_0‘
B 1 1
13— V10| |3+ V10|
1 1
— — car 3+vV10>0et3—vV10<0
- (3-v10) 3+V10
-1 1
 3-V10 3++10

— (3+V10) — (3—+/10)
(3 — V10) (3 + /10)
—6

= —:6
9-10




2. Simplifions E.

Soient a et b deux réels tels que 3 < a < b.

E = Jla-b+/B-a’ (-2
— Ja—b|+|3—al - (b-2)

Ona3d <a<balorsa <b c’est-a-dire a — b < 0 donc

a—b=—(a—b)=—at+b (1)

D’autre part, on a —b < —a < —3 alors 3 —b <3 —a <0 donc 3 —a <0, ce qu
signifie que
3—al=—-B8—-a)=-3+a (2).

D’apreés (1) et (2) on obtient

E = —a+b—3+a—b+2
= -1

3. Simplifions A.
Soient b € [-3,—1] et a € [-2,5].

A = 22a+7| —|3b] +2|b+8| — |26 —df
= 212a+T7]+30+2[b+8 —|2b—d

On aa € [—2,5] c’est-a-dire —2 < a < 5 alors —4 < 2a < 10 par suite 3 < 2a+7 < 17
donc 2a + 7 > 0 ce qui signifie que

|20 + 7| =2a+7 (1).

On abe [-3,—1] c’est-a-dire =3 < b < —1 alors 5 <b+8 <7 doncb+8 >0 ce qui
signifie que
b+8 =b+8 (2).
Ona—-5<—-—a<2et—-6<20<—-2alors —11<2b—a <0 donc2b—a<0 dou
120 —al = —(2b—a) = —2b+a (3)
D’aprés (1), (2) et (3) on obtient

A = 22a+7)+3b+2(0b+8) —(—2b+a)
= 4a+144+30+2b+164+20—a
= 3a+ 70+ 30

Exercice 7 .



1. Montrons que : a € [—5,1].

Soit a un réel, tel que

la+2] < 3
EFq : -3<a+2<3
EFq : -3-2<a<3-2
EFq : —-5<a<l

Eq : a€[-51]

2. Montrons que : |a+b—1| < 7.
Ona —-5<a<let—1<b<4alors—5-1<a+b<1+4 c’est-a-dire —6 < a+b <5
par suite =7 < a+b—1<6 et comme6 <7 alors —7<a+b—1<7 donc

la+b—1] <T.
3. On pose : £ = ab+ 6b — ba.
a) Vérifions que : E = (a+6) (b—5) + 30.
E = ab+6b—ba
= a(b—5)+6b
= a(b—5)+6b+ 30— 30
= a(b—5)+6(b—5)+30
= (b—5)(a+6)+30
= (a+6)(b—5)+30

b) Encadrement pour le nombre E.
Ona-5<a<let—-1<b<4dalorsl<a+6<Tet—-6<b—5<—1 par
suite 1 < —(b—5) <6 donc 1< —(b—15)(a+6) <42 c’est-a-dire

—42 < (b—5)(a+6) < -1
d’on
_12< E <29

Exercice 8 .

1
On pose : A =x +y — 6zy. Soient x ety deux réels de l'intervalle [O, 51 .

-1 1 1 -1 1 1
1. M < y— < et —<=-—-3r< =
ontrons que 3_y 3_3et2_2 3:6_2
1 1 . 1 1
Onazx € 0’5 ety € 0’5 c’est—d—dzre()g:cggetOgy 3 lors —1 < -3 <0
2
et0§2y§§d0nc
-1 1 1 - 1 1
<3< et —<qYy—=-<=
g =g =9 =T33

(@)



1 1 1
. Vérs CA— === — 2y — —
2. Vérifions que ' 6‘ '2 3z| |2y 3‘
Soient x € O1 ty e ()1
otent x —| e —.
73 y 73
1 1
6 1 1
= l‘ —_—— f— [ES—
6 7 6 7
1
= |(5-v) -
1 1
N N - _Z
1 1
= Z_9 3r — =
1 1
= Z Ny — =
1
= |- —3z 2y——'
) 1
3. On déduit que : [0, §]

-1 1 — 1 1 1
Ona?<2y—§ §6 7§§—3x§§c’estéquivautd 2y—§‘
1 1 1 1 1 1 1
- < Z ite |-— — 2 — =| < = x = clest-a-dire |A— =| <
‘2 3z _2parsuzte 5 3x| |2y 3‘_2><3cestadz7"e 6'_

1 1
equwauta?<A—6§6 donc
1
0<A<L =
- =3
S 1
ce qui signifie que : A € [0,3}.

Exercice 9 .

1
On donne : |z — 1| < 7

)
1. Montrons que : |2? — 1| < T

IA

=



Soit x un réel, on a

lr—1] < =
1 1
Eqg @ ——<zr—-1<-=
1 2 =7 2
E 1+1< <1+1
== T < =
1 2 2
1 3
E —<zr< =z
T 3575
On encadre : x> — 1.

1 s 9 L1 5 9 Lo
Ona§<x<§alo7’sz<x <Zparsmte——1<x—1<——1cest—a—d2re
-3 5 -5 =3 —
T<x2—1<zetcommeT<Talorsz<x2—1<—,d0nc

5
2
-1l < =
1)<
1 1 1
. Mont - < —.
ontrons que : 2x+1<2
1 3
Ona§<a7<§alorsl<2x<3parsuit62<2x+1<4donc
1< L <
4 2x+1 2
z—1 1
. On déduit : < -
n déduit que ‘2x+1' 1
On a
r—1]  Jz—1
20+ 1| |22+ 1]
1
= |z —1| %
|22 + 1
o= 1] x| 5
ey T —
20+ 1
Oonate Lt L1y 1 Lo L 1y L.
na — — et comme — < — alors — — donc =
4 2x+1 2 2 4 2 2r+1 2 2v +1 2
1
et puisque |$—1|<§ donc
| 1] x <1><1
v 2r+1| 272
ce qui signifie que
r—1 1
20+ 1| 4




Exercice 10 .

. 1+ 222
1. On vérifie que : 1+2$—( _x)zl—i—Zx
-1 1
Soit v € [?’5] )
1+a () = l+z—(1—2)(1+22)
14 2x 1422
14+ a— (1420 —2—22%)
B 1+ 2x
14+ z—(1+2z—227)
B 1+ 27
14 z—-1-az+22°
N 1422
227
1422
2. Montrons que : 2 < 6.
142z —

-1 1
Soitx € |—, <.
oit x [3 3}

2 6 — 2—-6(1+22)
1+ 22 N 14+ 2x
2—-6— 12z

1+ 22
—4 — 12

1+ 2z
—4(1+ 32)

1+ 22

-1 1 —2 2 1 5)
Ona?gxgg alors?§2£§§parsuite§§1+2x§§ donc 14+2x > 0. (1)

D’autre part, on a —1 < 3z < 3 par suite 0 < 1+ 3z < 4 donc —16 < —4(1+3z) <0
dou —4(1+3z) <0 (2).

—4(1+3
D’apreés (1) et (2) on en déduit que % < 0 ce qui entraine que
x
—-6<0.
142z -
Donc
2 <6
1422 —



1+z

On déduit : —(1—2)| <622
& On déduit que e (1—2x)| <6z
Ona1+2m§6etcomme—6§1+2x alors—6§1+2x§6d0nc
2 <6
142z~
de plus
2 2 2
6
‘1+2m =07
2
comme z* = |2?| alors < 622
1+ 22
1 212
D’autre part, on a rr —(1—-2)= Y donc on obtient
1+ 22 1+ 2%
1 222
+x C(1—a) = x
1+ 22 1+ 22
22
et on sait que * ‘§6x2 donc
T
1+ 9
—(1- < 6x”.
‘1—1—233 (1-2)| <6z

3. On prend x = 0,2 alors on obtient d’aprés l’inégalité précédente

1,2 4
=22 <0,24
1.4 5

Y

4
donc — est une valeur approchée a 1’—4 par la précision 2,4 x 1071,

Exercice 11 .

1 1
1. On suppose que x € [0,1] et on montre que € |=,1].
1+z 2

1
1+z

1
On a x € [0,1] c’est-a-dire 0 < x < 1 alors 1 < x+1 < 2 donc 3 < <1, ceci

anifi 1 c 11
signi eque1+x 5L

1
1+ 14y
Soit x € [0,1] ety € [0,1].

2. Montrons que : ’

10



On a

1 1 1+y—(1+ux)
l+z 14+y  (I+2)(1+vy)
y—x

(1+2z)(1+y)

donc on obtient

1 1 B Yy—T
l+z 1+y|  |[(1+2)(1+y)
ly —

(1 +2) (1+y)]
1

(1+z)(1+y) (Ona ly—z|=|r—yl|)

((1+2)(1+y)>0)

= lr—ylx A+ (1+y)

1 1 1 1
— 1| et —, 11 d
_HCGL, } e 1+y€ {2, } onc

comme z € [0,1] et y € [0,1] alors :

1 <1
1+2)(1+y) ~

Lo
47

puisque |x —y| > 0 alors

|z — 9|

< |x — X < |z —
;7 Sl (1+93)(1—|-y)_| vl
 entrai r—yl | 1 ! < | | d
ce qur entrarme que — xTr — onc
g Wy =104z 14y =Y
1 1 <oy
_— — x_
1+ 14y|— Y
V3 V2

. On pose : 0,866 < > < 0,867 et 0,707 < > < 0,708.

5 5
a) On a 0,707 < g < 0,708 alors —0,708 < —g < 0,707 et comme 0,866 <

? < 0,867 alors

3 2
0,158 < Y3 V2 160
2 2
3 2
& 0,160 est une valeur approchée par excés de (% — \/7—) a2 x 1073,

11



3 2
& 0,158 est une valeur approchée par défaut de <§ — g) a2 x1073.
b) On déduit L ! < 0,2
n déduit que : — , 2.
' 1+\/§ 1—|-\/§
2 2
3 2
On prendx:\/T— etyzg on obtient
1 L | _|v3_ V2
BB S
14— 14+ —
+ 2 + 2
3 2 3 2
comme —0,2<O,158<§—§<0,160<0,2 alors—0,2<§—\/7—<0,2
donc
3 2
£_£ <0’2
2 2
t L L V3 V2 d
et comme — — — —| donc
V3 V2|72 2
1+ — 14—
2 2
1 1
- <0,2.
V3 V2|
14— 1+ —
* 2 + 2
Exercice 12 .
Onpose: A=+ax?2+1—|z| et B=+Va?2+1+ |z].
1. & Montrons que : A > 0 pour tout x € R.
Soit x € R.
On a
A = Va4 1— |z
(Va1 —a)) (Va2 + 142
Vaz+ 1+ |z
(¢ +1) — |z’
Vaz+ 1+ |z
2P+ 1—a?
Va2 4+ 1+ |z
1
= —— >0
Vaz+ 1+ |z

ceci signifie que A > 0 pour tout x € R.

12



& On déduit que : B > 2 |x|
Soit © € R.

B-2lz|=vVa2+1+|z|-2z|=vVa?+1—|z|=
comme A >0 alors B —2|x| >0 donc B > 2|z]|.

2. & Calculons AB.
Soit © € R.

< :z72+1—|x|> (\/T—I—Zl+|x|>
= ( x2 + 1) |:c|
— ()
1

1
& On déduit que : A < m pour tout © € R*.

Soit x € R*.
1 1
On a AB =1 alors B = 1 et puisque B > 2 |z| alors 1> 2|z| donc

3. On déduit que : |z| < Va2 +1 < |z|+ ———

Soit x € R*.

On a A>0 alors Va2 +1—|z| >0 donc vVa? +1> |z| (1).

1
alors Va2 +1— |z| < 7] donc
T

(2).

pour tout x € R*.

1
2 ||

1
D’autre part, on a A < ——
2|

Va2 + <]a:\—|— ’ |

D’apreés (1) et (2) on en déduit que pour tout x € R* :
1
lz| < Va?+1< \x!%—m
4. On prend x = 11 alors on obtient d’aprés ’encadrement précédent

1
11 < V122 <11+ —

22
243 11 122 243
t-a-dire 11 < /122 < — te — < —— < —
c’est-a-dire 11 < < g par suite 3 < 3 < 66 ()
2 243 11 1
donc (&) est un encadrement pour le nombre d’amplitude % 3 " 66

13



Exercice 13 .

B

Soit x un réel tel que x > 1 on pose : A =

i

xr —

—_

1. Montrons que : A —1 =

Vo —1

~—

Vi+Vr—1)

Soit x > 1.

N
L
B

= —1
r—1

Vr—+r—1

r—1
(Vo — Vo —1) (Vo + vz —1)
v—1(Vz+vVr—1)
Va2 — 1/ (xz —1)
x—l(ﬁ—i—ﬁ)

|z — [z —1]

Ve —1(Vite—1)

r—x+1

1
2. a) Vérifions que : 2v/r — 1 < T+ Vo —1<2/x

Soit x > 1.

Wr T (Vit+Va—1) = 2va -1 vi-va—1
- Ve-1-Va

on a—1<0 alorsx—1 < x par suite Vo — 1 < \/x donc v/xr —1—/x <0 dou
2vVr —1— (\/E—l— vV — 1) < 0 c’est-a-dire

2V —1<Vo+ve—-1 (1)

D’autre part, on a
VitVr—1-2Vr=Ve-1-x
comme /x — 1 — /T <0 alors /T + vz —1—2y/x <0 donc
Vi+Vr-1<2yz (2)
D’apreés (1) et (2) on obtient

2V —1<Vr+vr—1<2x

14



b) Soit x > 1.
On a2vrx — 1< x+Vr—1<2/x alors

2(z-1) <Voe—-1(Vr+Vz—-1) <2yavr -1

donc
1 < 1 < 1
2V —1 7 Ve —1(Vz+vVz—1) = 2(z—1)
c’est-a-dire
S PR
2v/zVr —1 7 —2(x—1)
3. a) Montrons que : 1 < ;
Soit x > 1.
1 1 VeV —1-u
o Vave—1  a/ava—1
_ EREoi-s
x(r—1)—x

r(r—1)—2?

:C\/E\/m( x(x—1)+x>

—T
r/rvr — 1 <\/x (x —1) +x>
comme —xr < —1 et —1 < 0 alors —x < 0 et on sait que

:1:\/5\/:1:—1<\/x(x—1)+x) >0

done < 0 c’est-a-dire

/Ty — 1 <\/:c(x— 1)—1—:6)

1 1
—<
r T avr—1
b) On déduit 1+1<A< ! +1
n déduit que : — _— )
I or = = 2(z —1)
Soit © > 1.

0] 1< 1 [ 1 < 1 t 1 <A-1
na — < ——— aglors — < ———— et comme ———— —
r T o —1 20 7 2y/xvr —1 2/x/x —1 ~

alors — < A — 1 par suite
2x
1 1
—<A-1<
2z 2(x—1)



donc

1 1
1+ —< A< ——+1
+2x_ _2(m—1)+
4. Soit x > 1.
1 1
Onal—l—ﬁﬁAﬁm—i—letcommeA:\/%alors
1 VT 1
1+ —< < 1
+2x_\/:/u—1_2(x—1)+
par suite
vVr—1 1
Ve—14+4 —< Vo< ——=+Vx -1
2x _\/__2\/33—1
donc

1 9
S VR
20_\/5 1 <0
1 1 9 1
etcommeogﬁ alors _%S\/E_ZSQ_()donc
9 1
_ < =
CEHES

9 1
D’ot le nombre 1 est une valeur approchée de \/5 & la précision 20

FIN
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