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Correction du devoir surveillé

Exercice 1 (4 pts)

2
1. Montrons que : (Vx € RY), ! +x 5 <1 et V(a,b) € ([0, +o0))?, a+b > 2Vab.
T
& Soit v € RT.
2x

TEsl e 20 <142 = 0<a2?—204+1 < 0< (z—1)°
x

comme 0 < (z — 1)* est une assertion vraie pour tout z € R*. Donc

(Vz € RT),

& Soit (a,b) € ([0, +oc[)”.

a+b>2Vab = Va2 —2Vab+ Vb >0 = (f—\/é)Zzo

2
comme <\/_ — \/5) > 0 est une assertion vraie pour tous a,b € R*. Donc

Y (a,b) € ([0, +00])*,a + b > 2Vab.

2
2. On considére ’assertion suivante : P: (Yy € R") (3z € R), 1 +:U 5 > VY
T

a) La négation de l’assertion P.

P:(JyeR*) (VzeR),

b) Montrons que P est fausse.

< V1 est vraie pour tout x € R.
_ + 22
Ceci signifie que l’assertion P est vraie ce qui entraine que [’assertion P est fausse.

On peut prendre y = 1 tel que l’assertion ]

3. La négation des assertions R et F :

& La négation de l’assertion R est: R: (3x € R)(Vk €Z), k >z ouz >z + 1.
& La négation de lassertion F est: F : 3 (o, 3) €R2, a—B>1 et (Yn € Z,a>n oun > f3).



Exercice 2 (6 pts)

a? 3a—b
1. Mont 1V (a,b) € (0 ? >
ontrons que : ¥ (a,b) € (]0,+o00[) A
Soit (a,b) € (]0, +o0[)*.
a? S 3a—b<:> a? _3a—b>0
a+b - 4 a+b 4 =
4a® — 3a® — 3ab + ab + V?
— >0
4(a+0b)
2 _ 2
a®—2ab+0b >0
4(a+ D)
(a—b)°
& —F=
4(a+b) ~
(a —b)? . .
comme —— > 0 est une assertion vraie pour tous a,b € |0, +oc[, donc
4(a+0)
a? 3a—b

V(a,b)e(]0,+oo[)2,a+b_ 1

2. Montrons que : (\/§+ \/3) ¢ Q.
On suppose par l’absurde que (\/5 + \/3) € Q, alors il existe (p,q) € Z x N* tel que

V2+v3="1
q
alors
2 p 2
<\/§+ \/§> ==
q
c’est-a-dire )
5+2V6 = 2
q
par suite
2 _ 5 2
2\/6: p _ q
q

2 5 2
donc 6 = 1?2—2(] € Q. C’est une contradiction car /6 ¢ Q. On conclut que
q

(\/§+\/§> ¢ Q.



2
n n
3. Montrons par la contraposée que : (Vn € N) | = eN = 5 e N.

Soit n € N.
2 2

L’assertion : % eN = g € N est équivalente : g ¢N — % ¢ N.

On suppose que g ¢ N. On va distinguer 4 cas lorsque n =5k +1 oun =5k +2 ou
n=>5k+3 oun=>5k+4 tel que k € N.

& Sin=>5k+1, alors
n? = (5k + 1) = 25k* + 10k + 1 = 5 (5K + 2k) + 1
On pose p = 5k? + 2k € N. On obtient : n*> = 5p + 1. Donc ceci signifie que 5 ne
divise pas n®. (c’est-d-dire : %2 ¢ N) .
& Sin=>5k+2, alors
n? = (5k +2)* = 25k + 20k + 4 = 5 (5K + 4k) + 4
On pose p’' = 5k + 4k € N. On obtient : n? = 5p’ + 4. Donc ceci signifie que 5 ne
divise pas n?. <c’est-c‘z—dire : n; ¢ N) :
& Sin=>5k+ 3, alors
n? = (5k + 3)° = 25k 4+ 30k + 9 = 25k + 30k +5 + 4 =5 (5k* + 6k + 1) + 4
On pose p' = 5k*>+ 6k +1 € N. On obtient : n?> = 5p  + 4. Donc ceci signifie que
5 ne divise pas n?. <c’est—d—dz’re : %2 ¢ N) .
& Sin=>5k+4, alors
n? = (5k +4)% = 25k + 40k + 16 = 25k + 40k + 15+ 1 = 5 (5% + 8k + 3) + 1
On pose p’ = 5k*+8k+3 € N. On obtient : n> = 5p" +4. Donc ceci signifie que

2
5 ne divise pas n®. <c’est—d—dire : % ¢ N) .

2 2
On conclut que dans tous les deuz cas % ¢ N. Ceci signifie que : % ¢N = % ¢ N.

Donc par contraposition ceci est équivalente a :

2
(Vn € N), %EN — %GN.



< a? + b2,

4. Montrons que : ax +by =1 — ——— <
e +y

< a? + b2,

On suppose que ax + by = 1, et on montre que : ———— <
x? 4 y?

1
2 + 12

1— (22 +y?) (a® 4+ b?)
2?2 + y?
1— (a2 + 0222 + a2 + 12?)
ZBQ + y2
1 — (2% + b*y* + a*y? + b*2?)
2?2 + y?
1 — ((az + by)? — 2azby + ay? + b*z?)
2?2 + y?
1 — (1 = 2azby + a*y* + b*z?)
x? 4+ y?
1 — 1+ 2axby — a’y? — b*a?
x? 4+ y?
— (a®y?® — 2aybx + b?2?)
2?2 + y?
— (ay — bx)?
—rr

- (@) -

Donc #ﬂz — (a® 4+ b*) <0, c’est-a-dire : e

by=1 —
ax + by 2492

Exercice 3 (5 pts)

1
1. Montrons que : (Vx € R), Va2 4+ 1+ 3 (x+2)>0.
Soit v € R.

1 1
& Sixz+2 >0, alors §(x+2) >0 et vVaz+1 >0 donc \/x2+1+§(:(;+2) > 0.
D’ou .
Vo € [—2, +oo], \/3:2+1~|—§(x+2)>0.
1
& Siz+2<0, aors 5(1:—1—2) <0 etvVx2+1>0. On peut pas décider le signe de

1
\/:v2+1+§(x+2).



On a
(Ve T+ 30+ (VI T- 5@+ 2)
(¢p1__%@+m>

1
2145 (+2) =

(x2+1)—%—x—1
- 1
Vz+l—=(z+2)
322
——z
4

2
x
0nax—|—2<0alorsx<—2pa7‘suitex<0donc—x>06tcommeT>0

donc 22
% —x>0
322
1 4
D’autre part on a vVa? +1— 3 (x +2) > 0. Donc i >0 d’ou
Vaz+1—-(z+2)

2
1
Vz € |—o0, —2], \/1’2+1+§(m+2) > 0.
On conclut dans les deux cas que :
1
(VmER),\/:v2+1+§(x+2)>0.
2. Résolvons l’équation : (E) : 3 —2|x — 4| =22 + 5.
Soit x € R.
& Siz—4<0,cest-a-dire < 4 alors |z — 4| = —x + 4
donc
(E) <= 3+42(x—4)=2zx+5
<= 2r—2x=5+4+8-3
<~ 0=10



d’ot

S1=¢
& Siz—4>0,cest-a-dire x > 4 alors |z — 4| =z — 4
donc
(B) <= 3-2(-4)=2z+5
= 1‘2%&‘[4,4—00[.
d’ou

So=0¢
Ceci signifie que l’ensemble des solutions de ’équation (E) dans R est
S=5US; =¢

1 1 1
1. PourtoutneN*.Onpose:Sn:1+§+§+...+3—n.

Exercice 4 1. a) Calculons Sy, Ss et Ss.

1 4 1 1 13 1 1 1 40
Si=1+-==, S9=14-4+==—c¢€etSs3=14+-+—=+—==—.
e L R T TR B e R S PR TR T

3 1
b) Mont (W N*), S, == —
) Montrons que : (Vn € N*) | 5 " %3
4 3 1 4 3
&Pour-nzlonaSl:get§—2x3:§doncSlzﬁ—zxgl.L’égalitéest
vrate.
& Soit n € N*. On suppose que S —§—Lm0ntmns ue S —§—
. pp q n—2 2)(3” q n+1—2
1
2><3n+1'
1 1 1
Sn—‘,—l - 1+§+§++3n+1
L
- N 3 32 3nj RUSS!
L’hyg:gthése
311
2 2x3n 3ntl
3 3 2
= ;- +
2 2x3ntl 2 x 3ntl
3 1
2 2x3ntl

& D’aprés le principe de récurrence on en déduit que :

3 1
VneNY) .S, = — .
(n €N), 2 2x3n




Exercice 5 .

& f(z)=+v222—-3x+1.

Dy={zeR/ 2> -3z +1>0}

1
Les solutions de I'équation 22?> — 3x +1 = 0 sont 1 et 7 Le tableau de signe de

Uexpression 222 — 3x + 1 :

T —C0

] o=
|

———
_|_

202—3r+1 +

Donc

1
N |z 42| — |z + 1|

& g(z)
Dy={zeR/ |z+2|—|z+1]#0}

Résolvons dans R équation |z + 2| — |z + 1| = 0.

lt+2—]z+1 = 0« |[z+2|=|z+1]
— z+4+2=z+1 ouzr+2=—(x+1)
— 2=1 ou 2z=-3
S~

impossible

— g=-3
2
Donc 5 5
Dg:}—m’ﬂub’*o@{
r—1
h = —
® N(z) 2+ 2x—3

Dy ={z€R/as*+2z—-3#0}
Les solutions de l’équation x* +2x —3 = 0 sont 1 et —3. Donc

Dy, =]—o00,=3[U]-3,1[U]1, +o0]



FIN
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