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La Fonction Arctan

La fonction x —— tanx est continue et strictement croissante sur ]’7”, 3 [ Elle réalise
donc une bijection de ] =55 [ sur R.

Définition 1 La fonction arctangente, notée arctan, est la réciproque de la fonction

—_”,Z S R
2 2
r +—— tanx

telle que :

arctan R — i, T
2 2
r +—— arctanx

Théoréme 2 .

~

 V(z,y) €], 5[ xR, tanz =y < x = arctany
. Vz € R, tan (arctanz) =z et Vo € |55, %], arctan (tanz) = .
. (Vz € R) (Vy € R), arctanx = arctany <= z =1y

2

3

4. La fonction arctan est impaire.

5. La fonction arctan est continue sur R.
6

. La fonction arctan est strictement croissante sur R.

Théoréme 3 La fonction arctan est dérivable sur R et :

B 1
1422

Vr € R, (arctan)’ (z)

Démonstration 4 Pour tout x € }_7”, 5 [, on pose f(x) = tanz, f est dérivable sur} 5 g[
et pour tout x € ]%ﬂ,g[, on a:
f'(z) =1+ tan’x
comme f' ne s’annule pas sur]%’r, %[ , donc f~! = arctan est dérivale sur f (] =55 D =
R, et pour tout x de R on a :

1 B 1 1
f(f(z)) 1+tan?(arctan (z)) 1+ 22

(f ) (z) =




Dérivée d’une fonction de la forme arctan u
La fonction arctan u est dérivable sur tout intervalle ou la fonction u est dérivable et

on a :
!/
(alCla,Ilu) - 1 uz

Exemple 5 On considere la fonction f définie par : f (z) = arctan (22 + 1) .

La fonction f est dérivable sur R, et pour tout x de R on a :
2x

T = ey

Limites
. ™ . ™ . arctanx
lim arctanx = —, lim arctanx=-——- et Ilim——=1
r—+00 2" r——00 2 r—0 x
Théoréme 6 .
z 0
Vr € R*) arctanzx + arctan — = < 2 o ~
T = stx <0

Démonstration 7 On propose deux démonstrations.

™

,5[ tel que : tana = x. (C’est-a-dire :

o Soit x € ]|0,+00[ , il existe un unique o de ]O

) = arctan (san (5 - o))

o = arctan x.

1 1
arctan <—> = arctan (
x tan o

et comme 5 —a € ]0,%[, alors on en déduit que : arctan (tan (% — a)) =5 —a=

Z —arctanz. Ceci signfie que pour tout x de |0, +o0[, on a :

2
1 T
arctan x + arctan — = —
T 2
o Six€|—00,0[.
1 1 T
arctan x + arctan — = — | arctan (—x) +arctan [ —= _ _5
T T

Autre démonstration.
= arctanx + arctan%. La fonction f est définie et

Pout tout © de R*, posons f(zx) =
dérivable sur R* et pour tout réel x non nul, on a :

1 /
f(x) = (arctana:—i—arctan —>
T
I N T
o142 144 1422 1422
[ est donc constante sur ]0,+o0[ et pour x = 0, f(x) = f(1) = 2arctanl = § puis, f
=—f(-z) = 5. O

étant impaire, pour x < 0, f(x)



Graphe de la fonction arctan

y=tanx
A4
2_
" &,
= Arctan x
4 2 !
I
24
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Exercices

Exercice 8 Soient a et b deux réels positifs, montrer que :

a—2b
arctan ¢ — arctan b = arctan
1+ ab

a et b deux réels positifs. Alors, arctana € [O, g[ et arctanb € [O, %[ et donc, arctana —
arctanb € }%n’%[

De plus :
tan (arctana) — tan (arctanb)  a—b

1 + tan (arctan a) tan (arctanb) 1+ ab

tan (arctan a — arctan b) =

et puisque : arctana — arctanb € ]’T’T, g[, alors :

a—>
arctan ¢ — arctan b = arctan
1+ ab

Exercice 9 Soit f la fonction définie sur R par :

f(x) = z. arctan <1+— V;”Q) st x#0

f(0)=0
1. Montrer que f est continue en 0.

2. Montrer que : (Vx € ]0,+00]), f(z) = o — arctanz , puis déduire une expression
simplifiable & f(x) pour tout x € |—00,0].



3. On consideére I’équation :

— (x = 0)

T 12’

(E) : arctan( x2+x—|—\/§> _om

a) Démontrer que l'équation (E) équivaut a : f (v/z) = 22/z , (z €]0,+00]).

b) Déterminer l’ensemble des solutions de (E) .
Solution 10 .

1. Ona: lim %2 — oo par suite: lim arctan (H— W) = 7. Donc: lim f(z)=

xT

z—0t z—0 z—0
0= f(0). D’ou f est continue a droite de 0.
1+V14a2

D’autre part, on a : lim —00, par suite : lim arctan (—1“;”2)

z—0~ z—0"

Donc : lir% f(z) =0= f(0). D’ou f est continue & gauche de 0.

e

Comme f est continue a droite et a gauche en 0, alors f est continue en 0.

2. Soit x € ]0,+00[, il existe un unique o de }O,Q[tel que : tana = x. (C’est-a-dire :
« = arctan x.

On a:
14+ V1 + 22 14+ V1 + tan? a

x tan «

1+ L

cos? o
tan o
1+ -

COS &

tan «
1+ cosa

sin «

2 cos? (%)
2sin (%) cos (%)
1
tan (Q)

n (3 3)
= tan (- — —
2 2

on a: (g — %) € }’7”, g[, par suite : arctan (H— V;W) = arctan (tan (% — %)) =

:]l\’)

B
|
[

i = =(5-3)

s T arctanx
= - — —

2 2
Donc : - .
(Vo €]0,+00[), f(x)= DA arctan x

4



Ezxpression de f(x) pour tout v € |—o00,0].

Ona:z€|—00,0], alors: —z € ]0,+00] et par suite :

fl=x) = %ﬂi — (_;> arctan(—z)
= %ﬂx - garctan(x)

et comme [ est une fonction paire alors : f(—x) = f(x). Donc :

(Vz € |—00,0]), f(z)= %ﬁx — garctanx

a) Soit x € ]0,400].

amn<M+ﬁ> _on <¢m+\/§)

— <= arctan
12 T

Va+141) 5
) )

<= arctan | Vx

Vi+1+1 5
= \/Earctan (T) :\/EE
— (V) =va
b) Soit x € )0, +o0[.
fWe) = %\/5 — gﬁ— garctan (V) = ?_;T\/g

)
m — arctan \/5) = %

(
arctan (\/E) = %

VT =
V3
ve=og

-+

T
6

rr vt

Donc :

Exercice 11 Soit f la fonction définie pour tout x de R par :

f (z) = 2arctan (\/ 1+ 2% — :L‘) + arctan (z)

_57r

12



1. Calculer f(0).

2. Montrer que : (Vz € R), f(z) =

oy

Solution 12 .

1. Ona: f(0) =2arctan1 +arctan0 =2 x 5 +0 = 7.

2. La fonction f est dérivable sur R, et pour tout v de R, on a :

flx) = (2 arctan (@ _ a:) © arctan (x)),

2z
NV =
1+ (Vita?—z)” 1427

e
V142 1

_I_
1+ (1+2%2—22v1+22+2?2) 1422

z—+1+x2

X +
24222 —2x/1+ 22 1422
r—1+ 22 1

= -

1+ 22
\/1+x2( (1+x2)2—x\/1+x2) e

z—+1+ 22 n 1
Vita2xV1+a22(V1i+a2—2z) 1422
1 1

= - =0.
1+x2+1+m2

= 2X

La fonction f est constante sur R.

Comme : f(0) =7, alors :
(Ve eR), f(x) = f(0) =

Exercice 13 Résoudre dans R [’équation :

T
arctan 2z + arctanz = 1

Solution 14 Remarque que z > 0, sinon arctan 2z+arctanx < 0. En particulier arctan 2z+
arctanx # 7. Une solution est donc nécessairement strictement positive.
Soit x un réel strictement positif.

T T
arctan 2z + arctanz = 1 <= arctan2x = — — arctanx



Comme : arctan 2z € }%ﬂ,g[ et 7 —arctanz € ]%ﬂ,g[ Alors :

T
tan (arctan2x) =  tan (Z — arctan ;v)

tan (%) — tan (arctan z)
B 1+tan(
l-u
S l4z
2e(1+x)=1—2 e z+1#0
20 +3r—1=0

%) tan (arctan z)

2

1111

—3+V17
4

On obtient comme solutions :
a donc :

et ’3’4\@. On ne garde que la solution positive. On

—3+/17
SZ{T}

FIN
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