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Correction de la série N1
Exercice 1 Soit la fonction [ définie par :

Veineg +1+22 -1
vaz+1-1

f(x) =
1. a) Montrons que : Dy = R*.

Dy={r€R/ sinv+ 142220 et Va2 +1-140ela®+120]

Soit x € R.
sinz|] < 1
<— —-1<sinzr<l1
<— 0<sinz+1<2
— 2P<sinzr+1+4+22<2+22
Donc

(Vr €R), sine+1+2°>0 et (Vr€R), 22+1>0

Soit x € R.
ViZ4l-1 = 0= Va?+l=1
— 2*+1=1
— 2*=0
— z=0.
Donc

Dy = {zeR/ x#0}
— R*

b) Calculons : lirréJrf (x) et lim f(z).

z—0~
B lim f(2):
r—0~

lm f(z) = lim Vsine +1+22 -1

z—0~ z—0~ \/m —1
lim (sinz + 2?) (Va2 + 1+ 1)

e—0- 22 (Vsinz + 1+ 2% + 1)
() (VT I40)

= lim = —00

z—0~ (\/sinx + 14224+ 1)

sin x
=1

car lim
r—0~- T




2. a) Montrons que :

b)

B lim f(x):

z—01

lim f(x) =

z—07F

car

La courbe (Cy) admet une

sinx __
sinz — ),

lim
|z|—+00

Soit x € R*.

|sin z|

comme .

en déduit :

lim f

r—+00

= lim

= lim

Vsinz + 1422 -1
Vat+1-1

i (sinz +2?) (Va2 +1+1)

z—0t 22 (Vsinz + 1+ 22 + 1)

lim (%—l—m) (\/m—i-l) _

z—0t (\/sinx + 14224+ 1)

sin x
=1

lim

z—07F

lim
z—0t X

asymptote vercticale d’équation x = 0.

< 1
sinz| 1
E I
sinx 1
<~ < —
‘ z |7 x|
—1 sinz 1
— — =< < —
E I A
ﬁ = 0. Donc, d’aprés limites et encadrement on

Vsinz +1+22 -1
Viz+1-1
r(B 12

A ()

sin x 1 1
+ x2 +1 T

2

lim

T——+00

r——+00 /1+x_12_

8 [

=1

et



. . Vsine +1+22 -1
m f) = Hm N
.Z’(— Smm‘i‘x%‘i‘l_%)

2

Tt
= lim

= 1

La courbe (Cy) admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 au voisinage
de 400 et —o0.

3. Calculons lim x.f ().

—0

limz.f(x) = lim z. sinz 1?1
2—0 z—0+ Viz+1-1
_ fim 2? (822 4 7) (Va2 +1+1)
A (Vena + 1 + 1)
(S22 4 2) (Va2 +1+1)

z—0 (\/sin$+ 1+22+ 1)

4. On résout dans R* ’équation f (x) = 1.
Soit v € R*.

fl@) = 1

¢§E¢TIP—1:1
Vi +1-1

Vsinz+1+22—1=va2+1-1

Vsinz + 1422 = V22 +1

sinz+1+22=22+1

sinz =0

x=kr /kel

1reee

D’ou l’ensemble des solutions de [’équation est :

S={kr [ keZ}

[ary

x| -1 < f(ZL‘) < z24+2—

5. Montrons que : (Vr € R*), o

[y



Soit x € R*.
1
—1<sinzx <1
?<sinz+1+22<z2+2
7| < Vsinz + 1+ 22 < Va2 +2
7] —1<Vsinz+1+22-1<Va?+2-1
lz] — 1 <¢m_1<¢m-1

|sin x|

Vo4 1—-17 V24 1-1 a2+ 1-1
lz] —1 Va2 +2-1

NS A e ey

[

Donc

lz] —1 Vaz+2-1

R e

Vo eRY), 2
( ) Viz+1—-1"

Exercice 2 .

e On consideére la fonction numérique g définie sur R par :

g(x):;l(a:3—3x—18).

1. Les variations de la fonction g.
g est une fonction polynome dérivable sur R.

g (z) = E (32% - 3)

4
B 3z 3
4 4
Done 22 3
(VreR), ¢ (@) ="-]
Soit x € R.
32 3
/ et _— = =
gx) = 0 1 1 0

— 22=1
<— =1 ou z=-1

D’ot on conclut le tableau de variations suivant :

g(x) + i]ll -0 o+

g 7 \ 7




2. a) Montrons que la courbe (C,) admet un unique point d’inflexion.
La fonction g est deux fois dérivables sur R.

" 3

(Vz eR), ¢" (z) = 3%

Donc

&€ —0C 0 +0C
g'"x) — 0 +
Concavite—de(C') (C)eoncave (C)econvexe

Puisque la fonction ¢" s’annule en 0 avec un changement de signe, alors le

point A (0,52) est un point d’inflexion de la courbe (Cy).

b) L’équation de la tangente (T') a la courbe (C,) au point A.

y =g (0)(x—0)+g(0)

Dot , .
T):y=—g— =
(T):y=—r—3
3. Les branches infinies de la courbe (C,) .
On a: 1iI§ g (x) = 400, calculons : lirﬂ 9(x)
L(a® -3z —18
T——F00 T x—>+00 T
— im (23 — 3z — 18)
T—+00 4x
x3 x?

:r—>+oo4x r—+00 4

et lim g(x)=—o0, et lim @ = +00.

La courbe (C,;) admet une branche parabolique de direction l’axe des ordonnées au
voisinage de +00 et —00.



y,,

e On considére la fonction numérique f définie par :
1 /2349
1. a) L’ensemble de définition de la fonction f.

D={zeR/2*-1+#0}

Les solutions de léquation 22 — 1 =0 dans R sont : —1 et 1.
Donc

D = {zeR/z#—-1etx#1}
R\ {-1,1}

= ]—o0,—1[U]-1,1[U]1, +o0l.

b) Les limites de f auz bornes de D.

i r = g (G ) = g = = e
i )= i g () =t g = i =
i 1(0) = i () =40t i 0=t 5 (5
Jim f) = g (55Y) <o @ tim )= i g




2. a) Montrons que : (Yo € D), f' (x) = 4 x 2@

87 @

La fonction f est dérivable sur D.

Soit x € D.

f@) =

Wk Wik Wik Wk WRk Wk W

2 —1

. (@:3 1 9) (22— 1) — (2 +9) (2* — 1)’)

3x% (2% — 1) — 2z (23 + 9))

( (22 —1)°
3ot — 322 — 22* — 182
- ( ) (2x2 —1)* )
y (a: (—;2’)1‘ 1—)21895)
()
y (m (3 x (23 =30 — 18)))
(@17
zg ()
(22 - 1)°

b) Comme (z* — 1)2 = 0 pour tout x € D. Le signe de f'(x) sur D est celui de

zg (z).
Soit x € D.

zg (v)

= 0<= z=0o0ug(x)=0

— r=0ouxz’—3x—18=0
<~ 2=0o0u (z—3)(3x+2°+6)=0
«— z=0ouz=3o0uz’+3x+6=0

Le discriminant A de l’équation x® + 3x + 6 = 0 est : —15. Ceci signifie que
l’équation n’admet aucune solution réelle.

D’ot
(Vz €R), 2>+ 3246 = 0.
Donc
l —0C —1 0 1 3 +oc
T - -0+ + +
g(x) - - - - ) +
() + + 0 — — 0 +
—+0oC -3 +o0 +0C
—00 —00 —0 2




3. a) Les branches infinies de la courbe (Cy).

On a: lirr+1 (x) = 400. Calculons : lirE @ :
1 (2349
. f(x) .3 <w2—1) . 2 +9 R |
lim — = lim —~= lm ———= lm — ==
g—to0 T g—foo T r—+003x3 — 3 a—+c3zd 3
et
1 1 (2 4+9Y 1
li ——r = lim - - -
m f@)—ge = lim 2 <x2 — 1) 3
| 1/2*49
= m - —x
x—1>+003 2 —1
~ lim 1 r+9—-2+x
"~ z—fo03 2 —1
1/9+x
= lim -
z—+003 \ 22 — 1
, x
= lim —
o—+o0 312
1
= lim —
r—+00 3T
=0
Deméme ona: lim f(x)=—oco, el lim % =ziet lim f(x)—3z =0.

La courbe (Cy) admet une asymptote oblique (A) d’équation y = iz au voisi-
nage de 400 et —o0.

b) On étudie la position relative de la courbe (Cy) et son asymptote oblique (A) .

On étudie le signe de : f (z) — ix.

3
Soit x € D.
1 1 /94«
r@-gr=5 (=)
M +9=0 <= x=-9.

B2 1=0<«= z=—-1ouzx=1.

Donc
I -0 =9 —1 1 +0oC
O — 0 + + +
x2—1 + + 0 - 0 +
floy=te | — 0o+ — +

B Size|—oco, —9U]|-1,1] alors: f(z) — %l’ < 0. Ceci signifie que (Cy) est au
dessous de la droite (A) .

W Size]-9,—1[U]l,+oo] alors : f(x) —sx = 0. Ceci signifie que (Cy) est au
dessus de la droite (A).



B La courbe (Cy) et (A) se coupent en point d’abscisse —9.

. La courbe (Cy) dans un repére orthonormé | O 7 7 )
4 f 74 ) y J

y,,

5. Soit x € D.

22 —=3maz*+3m+9 = 0 < 2°4+9=3mz?-3m
— 24+9=3m (2> 1)
- 1(w3+9):m
3\x2—-1
— f(z)=m

On considére l'équation (E) : f (x) = m.

B Sim € |—o0, —3] alors I’équation (E) admet 3 distinctes solutions.
B Si m = —3 alors l’équation admet 2 distinctes solutions.

B Simce ]—3, %[ alors ’équation admet unique solution.

B Sim= % alors ’équation admet 2 distinctes solutions

B Sime ]%, —i—oo[ [’équation admet 3 distinctes solutions.
6. On construit la courbe de la fonction h : x — | f (x)].
W Siz e [—V9,—1[U]l,+ool, alors h(z) = f(z). Ceci signifie que les courbes
(Cy) et (Ch) sont confondues sur les intervalles [—\3/5, —1[ et |1, 00|

B Siz € |—o0,—V9]U]-1,1[, alors h(z) = — f (z) . Ceci signifie que les courbes
(Cy) et (Cy) sont symétriques par rapport o Uaxe des abscisses sur les inter-

valles | —o00, —V/9] et |-1,1].



Exercice 3 .
Soit f la fonction numérique définie par :

f(.??):l'—l—l"_i

x  x?
et soit (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, ] )

Probléeme 4 1. Ona Dy = R*. Limites aux bornes de Dy.

1 1
li = 1 —1—-—-4+ ==
: . 1 1
lim f(r) = lim r—1-—-+—5=-00
Tr——00 T—>—00 €T €T
1 1 1 1
lim f(z) = lmaz—-1--+4 5 = lim—(mQ—x—l—i——):—i—oo
z—0t z—0t T T z—0tT T
1 1 1 1
lim f(z) = lmaz-1-—-+— = lim—<x2—x—1+—):+oo
r—0~ r—0~ T T r—0- T xz

2. Les branches infinies de la courbe (Cy) .
Ona: lim f(x)=4oo. Calculons: lim @

T——+00 T——+00
r—1-141
lim /(@) = lim i
r—+oo I r— 400 T
1 1 1
= lim 1->——+—=1
&—s+00 x 22 23

10

x



Calculons : lim f(z)—x

r—400
lim f(x) li 1 L + !
1m xr)—Tr = m r — —_ = — — X
r—+00 r—>+00 X :E2
1 1
= lm —-1--—+—5=-1
r—>+00 xT X

et: lim @zlet liIE f(x) — 2z =—1. Donc

La courbe (Cy) admet une asymptote oblique d’équation y = x — 1 au voisinage de +00
et —o0.

3. On étudie le signe de : f(x) — (x — 1)
Soit x € R*.

Fla)—(@—1) = x—1—§+%_;¢+1

1 1

x a2
—x+1
2

Xz

On a z*> = 0 pour tout v € R*. Le signe de f (x) — (x — 1) sur R* est celui de —x + 1.

€ —0 0 1 +0o0

fla)~(—z+1) + + [:1 —

B Size|-—00,00U]0,1], alors f (z) — (—z + 1) = 0. Ceci signifie que la courbe (Cy)
est au dessus de [’asympotote.

B Sizell,+ool, alors f(x) — (—x + 1) < 0. Ceci signifie que la courbe (Cy) est au
dessous de [’asympotote.

B La courbe et 'asymptote se coipent au point d’abscisse 1.

4. a) La fonction f est dérivable sur R*.

Soit v € R*.
11\
!
= B
o = (s-1-14 )
B 12
s teTs
B »+r—2
= =
(-1 (@ +2)
= p

11



b) Les variations de la fonction f.

On a
(x—1) (2> + 2 +2)

3

(Vz eRY), [f'(x)=
B (-1 +2+2)=0 <+ 2=1 oua’+2+2=0.
Le discriminant A de ’équation x®> + x +2 = 0 est : —7. Ceci signifie que
[’équation n’admet aucune solution réelle. Donc :

(VzeR), > +2+2>0

B2 =0 < 2=0.

Donc
| =00 0 1 +0o<
3 -0+ +
(r—1) — — 0 +
f(x) + -0+
Joc ||+ +0oC
f . 7 \ ; /

5. La fonction f est deux fois dérivable sur R*.

Soit x € R*.

@) = (1+i—3)/

On a x* = 0 pour tout x € R donc le signe de f" (x) sur R* est celui de —2x + 6.

Donc
x —00 0 3 +0C
, I
f(x) + () + -
convexite—de(C) (C)eonvexe (C)eonvexe (C)econcave
La fonction f" s’annule en 3 et change de signe alors I (3, 1796) est un point d’inflexion.
6. Soit v € R*.

12



(x_é) (1_§>:x—1—§+%=f($)

On résout l’équation f (x) =0 dans R*.

Soit x € R*.
1
flx) = 0<=2z—-——=0o0ul—-=0
T
1 1
— r=- ou—=1
T T
— 22=1 ouz=
<— zx=1loux=-1
Donc

(Cr) N (Ox) ={(1,0);(=1,0)}

7. La courbe de la fonction f dans un repére orthonormé (O, 7, 7) .

fo| = 0+ | + 0+

9. Soit g la fonction numérique définie par :

1
x__
x

g(x) = "“i

13



Etudions la dérivablité de g en 1.

i 4@ -9 _ 9@
z—1 r—1 z—1x — 1

La fonction g est dérivable en 1. La courbe (C,) admet une tangente horizon-
tale en point A (1,0), d’équation : y = 0.
B Etudions la dérivablité de g a droite de —1.

i 9@ =90 L 9(@)
r—s—11 r+1 z——1tx +1
|f ()]

= lim
r——1+x + 1

(r-3)(1-3)

= lim

z—s—1+ x+1
2_1 —1

g @-DGE-D)

e—-1+ 22 (x+1)

—  lim (z+1)(z—1)(z—1)
—— 22 (x+1)

=4=g;(-1)

La fonction g est dérivable a droite de —1. La courbe (C,) admet une demi-
tangente a droite en point d’abscisse —1, d’équation

) y=4r+4
(Fd){ x> —1

14



B Ftudions la dérivablité de g & gauche de —1.

g —g-) L ()
r——1- r+1 e——-1-x +1
|f ()]

= lim ———=
r——1— T + 1

o))

= lim
r——1— r + 1
2 _ _
— lm (z*=1)(x—1)
T——1- 22 (x4 1)
) (z4+1)(x—1)(x—1) ,
x_l,rfll— $2 (x + 1) .gg ( )

La fonction g est dérivable a gauche de —1, et comme gy (—=1) =4 # g, (—1).
Ceci signifie que la fonction g n’est pas dérivable en —1.
La courbe (Cy) admet une demi-tangente & gauche en point d’abscisse —1,

d’équation
) y=—4x -4

b) On construit la courbe (Cy) .

On suit la méme démarche de l’exercice précédent on obtient la courbe suivante :

FIN

www.etude — generale.com
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