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Exercice 1 .
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Exercice 2 On considère la suite numérique (un)n∈N définie par :

u0 = 0 et un+1 =
5un + 4

un + 2
pour tout n ∈ N

1. On a : u1 = 5u0+4
u0+2

= 0+4
0+2

= 2 et u2 = 5u1+4
u1+2

= 5×2+4
2+2

= 7
2
.

2. Montrons que : (∀n ∈ N) , 0 ≤ un < 4.

� Pour n = 0, on a : u0 = 0 donc : 0 ≤ u0 < 4. L’encadrement est vrai.

� Soit n ∈ N. Supposons que : 0 ≤ un < 4 et on montre que : 0 ≤ un+1 < 4.

Comme 0 ≤ un < 4, alors : 5un+4un+2
≥ 0, c’est-à-dire : un+1 ≥ 0. (1)

D’autre part, on a :

un+1 − 4 =
5un + 4

un + 2
− 4

=
5un + 4− 4un − 8

un + 2

=
un − 4
un + 2

Comme 0 ≤ un < 4, alors : un−4un+2
< 0, c’est-à-dire : un+1 < 4. (2)

D’après (1) et (2) , on conclut que : 0 ≤ un+1 < 4.

� D’après le principe de récurrence, on en déduit que :

(∀n ∈ N) , 0 ≤ un < 4

3. Le sens de variations de la suite (un)n∈N .

Soit n ∈ N.

un+1 − un =
5un + 4

un + 2
− un

=
5un + 4− u2n − 2un

un + 2

=
−u2n + 3un + 4

un + 2

=
− (un + 1) (un − 4)

un + 2

Comme 0 ≤ un < 4 alors −(un+1)(un−4)
un+2

� 0, donc un+1 − un � 0. Ceci signifie que la
suite (un)n∈N est strictement croissante.

4. On considère la suite numérique (vn)n∈N définie par : vn =
un−4
un+1

pour n ∈ N.
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a) Montrons que la suite (vn)n∈N est géométrique.
Soit n ∈ N.

vn+1 =
un+1 − 4
un+1 + 1

=
5un+4
un+2

− 4
5un+4
un+2

+ 1

=
5un+4−4un−8

un+2
5un+4+un+2

un+2

=
5un + 4− 4un − 8
5un + 4 + un + 2

=
un − 4
6 (un + 1)

=
1

6
vn

Donc
(∀n ∈ N) , vn+1 =

1

6
vn

Ceci signifie que la suite (vn)n∈N est géométrique sa raison q =
1
6
et de premier

terme v0 = u0−4
u0+1

= −4.
b) On sait que la suite (vn)n∈N est géométrique sa raison q =

1
6
et de premier terme

v0 = −4, alors pour tout n ∈ N :

vn = v0 × qn

d’où
(∀n ∈ N) , vn =

−4
6n

� L’expression de un en fonction de n.
Soit n ∈ N.

vn =
un − 4
un + 1

⇐⇒ vn (un + 1) = un − 4, (un + 1 6= 0)

⇐⇒ vnun + vn = un − 4
⇐⇒ un (vn − 1) = −vn − 4

⇐⇒ un =
vn + 4

1− vn

⇐⇒ un =

(−4
6n

)
+ 4

1−
(−4
6n

) = −4+6n×4
6n

6n+4
6n

=
4 (−1 + 6n)
6n + 4

Donc

(∀n ∈ N) , un =
4 (6n − 1)
6n + 4
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5. Pour tout n ∈ N, on pose : Sn =
n∑
k=0

1
uk+1

Soit n ∈ N.
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Donc

(∀n ∈ N) , Sn =
1

5
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24

25
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)n+1)

Exercice 3 On considère les suites numériques (un)n∈N et (vn)n∈N définies par :

u0 = 2, u1 =
4

9
et un+2 =

1

27
(12un+1 − un) et vn = un −

1

3n

1. Montrons que : (∀n ∈ N) , un+1 = 1
9
un +

2
3n+2

.

� Pour n = 0, on a : u1 = 4
9
et 1

9
u0 +

2
32
= 2

9
+ 2

9
= 4

9
, donc : u1 = 1

9
u0 +

2
32
l’égalité

est vraie.

4



� Soit n ∈ N. Supposons que : un+1 = 1
9
un +

2
3n+2

et on montre que : un+2 = 1
9
un+1 +

2
3n+3

un+2 =
1

27
(12un+1 − un)

=
1

27

(
12

(
1

9
un +

2
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− un
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− un

)
=

1

27

(
3

9
un +

24

3n+2

)
=

1

81
un +

8

3n+4

=
1

9

(
1

9
un +

2

3n+2

)
+

6

3n+4

=
1

9

(
1

9
un +

2

3n+2

)
+

2

3n+3

=
1

9
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� D’après le principe de récurrence on en déduit que :

(∀n ∈ N) , un+1 =
1

9
un +

2

3n+2

2. Montrons que la suite (vn)n∈N est géométrique.

Soit n ∈ N.

vn+1 = un+1 −
1

3n+1

=
1

9
un +

2

3n+2
− 1

3n+1

=
1

9
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1

9
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Donc
(∀n ∈ N) , vn+1 =

1

9
vn

Ceci signifie que la suite (vn)n∈N est géométrique sa raison
1
9
et le premier terme v0 = 1.

� L’expression de un en fonction de n.
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On sait que la suite (vn)n∈N est géométrique sa raison q =
1
9
et de premier terme

v0 = 1, alors pour tout n ∈ N :

vn = v0 × qn

d’où
(∀n ∈ N) , vn =

1

9n

Soit n ∈ N.

vn = un −
1

3n
⇐⇒ un = vn +

1

3n
⇐⇒ un =

1

9n
+
1

3n
.

Donc
(∀n ∈ N) , un =

1

9n
+
1

3n

3. Soit n ∈ N.
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Donc

(∀n ∈ N) , Sn =
1

8
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9n

)
− 1

2× 3n

Exercice 4 Soit (un)n∈N la suite numérique définie par :{
u0 = 1
(∀n ∈ N) , un+1 = 2un + n+ 1

1. On a : u1 = 2 + 1 = 3 et u2 = 2u1 + 1 + 1 = 6 + 1 + 1 = 8.

6



2. Montrons par récurrence que : ∀n ∈ N∗, un = 2n
(
1 +

n∑
k=1

k
2k

)
.

� Pour n = 1, on a : u1 = 3 et 21
(
1 +

1∑
k=1

k
2k

)
= 3, donc : u1 = 21

(
1 +

1∑
k=1

k
2k

)
l’égalité est vraie.

� Soit n ∈ N∗. Supposons que un = 2n

(
1 +

n∑
k=1

k
2k

)
et on montre que : un+1 =

2n+1

(
1 +

n+1∑
k=1

k
2k

)
.

un+1 = 2un + n+ 1

= 2× 2n
(
1 +

n∑
k=1

k

2k

)
+ n+ 1

= 2n+1

(
1 +

n∑
k=1

k

2k

)
+ n+ 1

= 2n+1

(
1 +

n∑
k=1

k

2k
+
n+ 1

2n+1

)

= 2n+1

(
1 +

n+1∑
k=1

k

2k

)

� Donc d’après le principe de récurrence on en déduit que :

(∀n ∈ N∗) , un = 2n
(
1 +

n∑
k=1

k

2k

)

3. Montrons par récurrence que : ∀n ∈ N∗,
n∑
k=1

k
2k
= 2− n+2

2n
.

� Pour n = 1, on a :
1∑

k=1

k
2k
= 1

2
et 2− 1+2

21
= 1

2
, donc l’égalité est vraie.
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� Soit n ∈ N∗. Supposons que
n∑
k=1

k
2k
= 2− n+2

2n
et on montre que :

n+1∑
k=1

k
2k
= 2− n+3

2n+1
.

n+1∑
k=1

k

2k
=

n∑
k=1

k

2k
+
n+ 1

2n+1

= 2− n+ 2

2n
+
n+ 1

2n+1

= 2 +
1

2n

(
− (n+ 2) + n+ 1

2

)
= 2 +

1

2n

(
−2n− 4 + n+ 1

2

)
= 2 +

1

2n
× −n− 3

2

= 2− n+ 3

2n+1

� Donc d’après le principe de récurrence on en déduit que :

(∀n ∈ N∗) ,
n∑
k=1

k

2k
= 2− n+ 2

2n

4. On déduit que : (∀n ∈ N) , un = 3× 2n − n− 2.
Soit n ∈ N∗.

un = 2n

(
1 +

n∑
k=1

k

2k

)
(question 2/)

= 2n
(
1 + 2− n+ 2

2n

)
(question 3/)

= 2n + 2n+1 − (n+ 2)
= 2n (1 + 2)− (n+ 2)
= 2n × 3− (n+ 2)

Pour n = 0 on a : 20 × 3− (0 + 2) = 1 et comme u0 = 1. Alors :

(∀n ∈ N) , un = 3× 2n − n− 2

Exercice 5 Soit (un)n∈N∗ la suite numérique définie par :

un =

n∑
k=1

1

k
√
k

1. On a : u1 =
1∑

k=1

1
k
√
k
= 1 et u2 =

2∑
k=1

1
k
√
k
= 1 + 1

2
√
2
.
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2. La monotonie de la suite (un)n∈N∗

Soit n ∈ N∗

un+1 − un =
n+1∑
k=1

1

k
√
k
−

n∑
k=1

1

k
√
k

=
1

(n+ 1)
√
n+ 1

Pour tout n ∈ N∗ , 1
(n+1)

√
n+1
� 0 donc un+1 − un � 0. D’où la suite (un)n∈N∗ est

strictement croissante.

3. Soit p ∈ N∗\ {1} .

1√
p− 1 −

1
√
p

≥ 1

2p
√
p
⇐⇒ 1√

p− 1 ≥
1
√
p
+

1

2p
√
p

⇐⇒
√
p√

p− 1 ≥ 1 +
1

2p

⇐⇒
√
p√

p− 1 ≥
(2p+ 1)

2p

⇐⇒ 2p
√
p ≥

√
p− 1× (2p+ 1)

⇐⇒ 4p3 ≥
(
4p2 + 4p+ 1

)
(p− 1)

⇐⇒ 4p3 ≥ 4p3 − 4p2 + 4p2 − 4p+ p− 1
⇐⇒ 0 ≥ −3p− 1
⇐⇒ −3p− 1 ≤ 0

Comme : −3p− 1 ≤ 0 pour tout p ∈ N∗\ {1}, alors

(∀p ∈ N∗\ {1}) , 1√
p− 1 −

1
√
p
≥ 1

2p
√
p

4. Soit n ∈ N∗\ {1} .
On a

∀k ∈ {2, ..., n} , 1

k
√
k
≤ 2

(
1√
k − 1

− 1√
k

)
donc

n∑
k=2

1

k
√
k
≤

n∑
k=2

(
2√
k − 1

− 2√
k

)
comme
n∑
k=2

(
2√
k − 1

− 2√
k

)
=

(
2√
1
− 2√

2

)
+

(
2√
2
− 2√

3

)
+

(
2√
3
− 2√

4

)
+ ...+

(
2√
n− 1

− 2√
n

)
= 2− 2√

n
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d’où on obtient
n∑
k=2

1

k
√
k
≤ 2− 2√

n

ensuite
n∑
k=1

1

k
√
k
− 1 ≤ 2− 2√

n

par ailleurs
n∑
k=1

1

k
√
k
≤ 3− 2√

n

et comme : 3− 2√
n
≤ 3− 2

n
alors

un ≤ 3−
2

n

pour n = 1, on a : 3− 2
1
= 1 et u1 = 1 donc u1 ≤ 1. D’où

∀n ∈ N∗, un ≤ 3−
2

n
(1)

D’autre pat, la suite (un)n∈N∗ est strictement croissante, alors pour tout n ∈ N∗ :

u1 ≤ un

donc
∀n ∈ N∗, 1 ≤ un (2)

D’après (1) et (2) on conclut que :

∀n ∈ N∗, 1 ≤ un ≤ 3−
2

n
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