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Matieére : Mathématiques
Professeur : Yahya MATIOUI

Correction de la série d’exercices

Exercice 1 .
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Exercice 2 On considére la suite numérique (un), o définie par :

Uy, + 4
u =0 et Upy = — pour tout n € N
Up + 2
.. Bug+d _ 0+4 _ _ bugH4 _ 5x244 _ 7
1. Ona.ul——u0+2 =0 =2 et up = S5 =250 =5,

2. Montrons que : (Vn € N), 0 <u, < 4.

B Pourn=0,o0na:u =0 donc:0<wuy<4. L’encadrement est vrai.

B Soit n € N. Supposons que : 0 < u,, < 4 et on montre que : 0 < u,q < 4.
Comme 0 < u,, <4, alors : 22t >0, ¢’est-a-dire : u, 1 > 0. (1)

Up+2
D’autre part, on a :
Un+1—4 = 5;:1—_:_24—4
_ dup, +4 —4u, — 8
n U, + 2
o up,—4
owu, +2

Z:—;;‘ <0, c’est-a-dire : upy1 < 4. (2)

D’aprés (1) et (2), on conclut que : 0 < upyq < 4.

Comme 0 < u,, < 4, alors :

B D’apres le principe de récurrence, on en déduit que :

(VneN),0 <u, <4

3. Le sens de variations de la suite (uy), oy -
Soit n € N.

Su, +4
Untt =t =0 T T

Sy, + 4 — u — 2u,
Uy + 2

—u? + 3u, + 4

Up + 2

— (up + 1) (u, — 4)

Uy, + 2

Comme 0 < u, < 4 alors —(“TLULW

suite (Un), oy €st strictement croissante.

= 0, donc up11 — u, > 0. Ceci signifie que la

Up—4
Un+1

4. On considére la suite numérique (vy,), oy définie par : v, = pour n € N.



a) Montrons que la suite (v,), oy €st géométrique.

Soit n € N.
Un+1 — 4
v = —
n+1 Un+1 + 1
S5un+4
o Un+2 —4
~  bup,+4
Un+2 + ]'
Sun+4—4un,—8
. Un+2
T Buptdtunt?
Up+2
~ bu, +4—4u, —8
 Bup+44u, +2
B U, — 4
 6(u,+1)
1
= _UTL
Donc 1
(Vn € N),v,41 = EU”
Ceci signifie que la suite (Un)neN est géométrique sa raison q = % et de premier
_ up—4 __
terme vy = ﬁ = —4.
b) On sait que la suite <Un)neN est géométrique sa raison q = é et de premier terme
vg = —4, alors pour tout n € N :
Up = Vg X q"
d’on
—4
(Vn € N),v, = —
6n
B [’expression de u, en fonction de n.
Soit n € N.
Un =4 s (a4 1) 4, (up+140)
Un - U (Unp, = Up — 4, Unp,
Up, + 1
= v, +v, =u, —4
— u,(v,—1)=—-v,—4
v, + 4
= u, =
1—wv,
NC LY ST
n -4\ —  6"+4 n
1-— (6_”) T 6" + 4
Donc 46" — 1
(Vn e N),u, = (6"~ 1)

6" + 4



5. Pour tout n € N, on pose : ”:Z 1

Soit n € N.

4(6k—1
k=0 (fak—+4) +1

= 1
4(6k—1)+6k+4
T 6F+4
6F +4
(6F —1)+6%+4

B
Il
o

3

e
Il

0

D =~
Bl
+
W

I
[
ot
X
>
o

i
o

I
x
M-
o
S
+
ot
X
o
ol

Il
x
M-
o
ot =
+
ol
I 3
o
X | s
=
Ead

Il
] =
£
+
[
S—
+
(G ITEN ot
3
VR
[ N
~_
Bl

Donc )
1 24 N\""
S 1 “l1=(z=
(Vn e N), S, 5(n—|— )+25< <6) >

Exercice 3 On considére les suites numériques (uy), oy €t (Vn),cy définies par :

1 1
Ug = 2,u; = 5 et Upypo = 57 (12upy1 —up) €t vy = Uy, — 3

1. Montrons que : (Vn € N), w1 = $uy + 503

B Pourn =0, ona:ulzéet%uo—i-:;%:%—l—%:

9
est vraze.

=TS

. _ 1 2 7154 T
, donc : uy = guo + 55 'égalité



1

2 1
gUn + 3nr2 et on montre que : Upyo = Un+1 T

B Soit n € N. Supposons que : u, 1 =
2

s
1
Unp42 = ﬁ(12un+1_un)
1 1 2
112 24
AR
_oL(8, 24
— 97\ 9" T 3ur2
1 8

B 1 2 6
~ g\g"T3eE) Ty

8

1

9

1/1 2 2
~ 9 (§u" + 3n+2) - 3n+3

1

9

2

= Ui T s

B D’aprés le principe de récurrence on en déduit que :

1 2
(Vn € N) y Up+1 = §Un+ @

2. Montrons que la suite (vy,), .y est géométrique.

Soit n € N.
1

Upn+1 = Un+1—w
1 2 1
g!n T3 T 3
1 1
9" 3tz

1 1

- 9(“" 3n>
1
9

Un,

(7
U

Donc

1
(Vn eN), v, = §’Un

Ceci signifie que la suite (Un)neN est géométrique sa raison % et le premier terme vy = 1.

B [’expression de u, en fonction de n.



1

On sait que la suite (v”)neN est géomélrique sa raison q =

v = 1, alors pour tout n € N :

et de premier terme

Un:UOan

d’on ]
(VneN),vnzg—n
Soit n € N.
! < + <~ 1+1
Uy = Uy — — Uy, = Uy, + — Uy = — + —.
3n 3n gn ~ 3n
Done
(Vn e N),u i—i—i
"gn 3
3. Soit n € N.
Sn = Zuk
k=0
"1 1
= D gtE
k=0
"1 "1
= D gt
k=0 k=0
1 0 1— ln—i—l 1 0 1— ln-i—l
- (S 5
9 1—3 3 1—3
9 1\ " 3 1\ "1
— 21—z 21— (=
(-G)7 )2 0-6)
9 3 9 1 3 1
8 2 8 9n+l 2 3n+1
21 1 1
8 8x9" 2x3r
1 1 1
— (21— —)—
8( 9”) 2 x 3n
Donc ) ) )
Y N),S,==-(21—— | —
(vn € N), 8( 9n) 2 x 3n

Exercice 4 Soit (uy), oy la suite numérique définie par :

U():l
(Vn e N), Uy =2u, +n+1

1. Ona:uy=24+1=3¢etuy=2u;+1+1=6+1+1=28.

6



2. Montrons par récurrence que : Vn € N*, u,, = 2"

1 1
M Pourn=1,ona:u =3 et2! <1+22ﬁk) = 3, donc : u; = 2! <1—|—22ﬁk>

[’égalité est vraie.

3

B Soit n € N*. Supposons que u, = 2”(

n+1
s (1 +) 2%) .
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Upy1 = 2up+n+1

"k
— 2x " <1+Zﬁ)+n+1

k=1

“ k
= onl 1—|—Z§>+n+1

k=1
“k n+1
. n+1
k=1
n+1 k
. n+1
_ (s +22_k)
k=1
B Donc d’aprés le principe de récurrence on en déduit que :

(Vn € N*)  u, =2" (14_22%)

n
3. Montrons par récurrence que : Yn € N*, g
k=1

1
B Pourn=1,o0ona: E 2%:% et 2 — 2 =
k=1



n n+1

B Soit n € N*. Supposons que k=92 nE2 ot on montre que : Z 2% =2—

2k n
k=1 k=1
Sk =k m+tl
Z ok ok + ont1
k=1 k=1
_ 9 n+2 n+1
o - 2n 2n+1

= 2+ ! (—(n+2)+n;1)

on

1 <—2n—4+n—|—1)
= 24 —

2n

1

2
-n—3
- 94
ton X T
B n+3
- _2n+l

B Donc d’aprés le principe de récurrence on en déduit que :

o=k n-+2
(VnEN),ZQ—k:2— o

k=1

4. On déduit que : (Yn € N), u,, =3 x 2" —n — 2.
Soit n € N*.

u, = 2" (1 + Z %) (question 2/)
k=1

2
= 2" (1—1—2—71+ ) (question 3/)

2n
— 2n+2n+1_(n+2)
— 2"(1+2)— (n+2)
= 2"x3—(n+2)

Pourn=0ona:2°x3—(0+2)=1 et comme uy = 1. Alors :

(VneN), u,=3%x2"—n—2

Exercice 5 Soit (uy), oy la suite numérique définie par :

1
" A

k=1

1 2
1. O”CL:Ul:ZﬁE:letW:ZﬁE:l%—ﬁ.
k=1 k=1
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2. La monotonie de la suite (uy), -

Soit n € N*
n+1 n
1 1
Uptl — Uy = _ —_—
1 g;h% Z;M@
B 1
n+1)vn+1

Pour tout n € N* ’Wﬁ >~ 0 donc upy1 — u, > 0. D’ou la suite (“n)neN* est

strictement croissante.
. Soit p e N*\ {1}.

1
p—1

1 1

v

Sl

1
L
vp—1 2p
VP (2p+1)
p—1— 2p
2p/p > /p—1x (2p+1)
4p° > (4> +4p+1) (p—1)
4p324p3—4p2+4p2—4p+p—1
0>-3p—1
—3p—1<0

11110 11

Comme : —3p — 1 < 0 pour tout p € N*\ {1}, alors

(Vp € N"\ {1}),

. Soit n € N*\ {1} .

et e ()
donc ) )

kzk_\l/ESkQ( k2—1_%>
S - (a5

1 1
— = 22—+ —=
2p\/p vp—1 VP 2p\/p




d’ot on obtient

ensuite
"1 2
—_ -1 <2 - —
~kVk T Wn
par ailleurs
"1 2
—_<3- =
= kVEk n
etcomme:?)—\/lﬁg?)—%alors
2
Uy <3 — —
n

pourn =1, ona:S—%zl et uy =1 doncuy < 1. D'ou

2
Vn e N u, <3—— (1)
n

D’autre pat, la suite (uy,), oy~ €st strictement croissante, alors pour tout n € N* :

up < Uy

donc
Vn e N1 <, (2)

D’apreés (1) et (2) on conclut que :
2
Vne N1 <u,<3——
n
FIN
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