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Les ensembles

Ensembles

Vocabulaire et notations usuelles

Définition 1 Un ensemble est une collection d’objets.
On peut définir un ensemble de deux maniéres :

B cn extension : on donne la liste exhaustive des éléments qui y figurent, par exemple
E = {1,2,3} est l’ensemble contenant les trois éléments 1, 2 et 3. Il faut noter que pour
écrire un ensemble, on utilise conventionnellement des accolades et pas des parenthéses.
Dans ce cas, l'ordre dans lequel on donne les éléments n’a aucune importance.

B cn compréhension : on donne les propriétés que doivent posséder les éléments de [’ensemble.
Par exemple, l'ensemble E des réels supérieurs ou égauz & 1 peut s’écrire E = {x € R,
x> 1}.

Appartenance 2 Quand un objet appartient o un ensemble, on dit que cet objet est élément
de cet ensemble. Si x est élément d’un ensemble E, on écrit x € F.

Ensemble vide 3 C’est l’ensemble qui ne contient aucun élément. Il se note &, ou aussi
{} mais ne se note pas {}.

Singletons, paires 4 Un ensemble qui contient un et un seul élément s’appelle un singleton.
Un ensemble qui contient deux éléments (distincts) s’appelle une paire. La paire {a,b} est
la paire {b,a}.

Sous-ensembles

Inclusion

Définition 5 (Sous — ensembles)
L’ensemble A est un sous-ensemble de B si tous les éléments de A sont des éléments de
B (autrement dit vt € A = x € B). On dit aussi que A est inclus dans B, on le note



ACB.

Remarque 6 On peut dire aussi que A est une partie de B pour dire que A est un sous-
ensemble de B.

Exemple 7 Si £ = {0,2,4,6,8,10} et F' = {10,2,8}, alors: F C E.
Remarque 8 .

B Pour tout ensemble A, on a: @ C A, l’ensemble vide est une partie de A.
BSiACBetBCCC, alors AcCC.
B ACA

Egalité d’ensembles
Définition 9 (Fgalité — d'ensembles)

Deuzx ensembles sont égaux si et seulement si ils ont les mémes éléments, autrement dit
si AC B et B C A.
Exemple 10 On considére l’ensemble

H={(m,n) €2’/ mn+2—-3n="1}

Ecrire Uensemble H en extension.

B Soit (m,n) € Z2.

(m,n) € H <= mn+2-3n=7
< n(m—-3)=5

<— n=>5 n=-5 n=1 n=—1
m—3=1 “Ym=3==-1 “ VY m=3=5 “\m—-3=-5

donc
H = {(47 5) 3 (2’ _5) 3 (87 1) ’ <_27 _1)}



Exemple 11 On considére ’ensemble

1
A:{er/ ;;trlez}

Ecrire l’ensemble A en extension.

B Soit x € 7.
z+1

A = c
20 +1
2 + 2

€7z
2z + 1
2v+1+1

20 +1
1

1
+2x+1
1

20 +1
22 + 1 divise 1

20+1=1 oul22+1=-1
=0 ouxr=-1
z e {-1,0}

8
M

eZ

€L

<Y/

serer bl

donc

AcC{-1,0}

B Réciproquement,

Lo 041 _ _
Six =0, alors 5 =1€Z. Donc:0€Z.

Six = —1, alors 2;&51“ =0€Z. Donc: —1¢cZ.

Ceci signifie que
A= {_L O}
Ensemble des parties

Définition 12 (Ensemble des parties)
Soit A un ensemble, l’ensemble des parties de A, noté P(A), est l'ensemble des sous-
ensembles de A.

Exemple 13 Si A = {1,2,3} alors P (A) = {@; {1} ; {2} {3}: {1,2}:{1,3},{2,3}: {1,2,3)} .

Opérations sur les ensembles

On présente ici des opérations sur les ensembles qui permettent de construire de nouveaux
ensembles.



Union et Intersection

Définition 14 (Union).
Soient A et B deux parties d’un ensemble E. L’union de A et de B est I’ensemble des
éléments de E qui sont dans A ou dans B. On le note AU B.

AUB={zxe€ E/x€ A ou x € B}

Av s B

A B

Définition 15 (Intersection) .
Soient A et B deux parties d’un ensemble E. L’intersection des parties A et B est
I’ensemble des éléments de E qui sont dans A et dans B. On le note AN B.

ANB={x€ E/ xz€ A etx € B}

Exemple 16 Si A = {2,5,7} et B = {1,5,7,9}, alors : AUB ={1,2,5,7,9} et ANB =
{5,7}.

Exemple 17 On consideére les ensembles :
2 1
A:{”: /nEZ} ¢t B

Montrer que : ANB # 3 et BNN # &.

{5m3+4/mez}

B On suppose par l'absurde que : AN B = @. Alors il existe v € AN B tel que :

_2n+1 B 5m+4

3 z?
(n,m) € Z*, 1 3

donc
13
on+3=20m+16 — 6mn —20m =13 — 3n—10m:?¢Z

ce qui est absurde car 3n — 10m € Z. Donc

ANB=go



B Ona:3€Bet3eN, alors: BNN# @.

Exemple 18 On considére les ensembles :

A:{xEZ/ |$—1|<§} et B:{xEN/2x+3§4}

2 2

Déterminons en extension AN B et AU B.

A = {er/ |x—1|<g}

-3 3

= {xEZ/7< m—1<§}
-3 3
-1 5

= {er/7< :v<§}

= {0,1,2}

et

20 + 3
B = {xeN/ x; §4}

{r e N/ 2x +3 <8}
= {reN/ 2z <5}

5
— < Z
{:pEN/ x < 2}
= {0,1,2}
Done

AUuB={0,1,2} et ANnB={0,1,2}

Reégles de calculs

Propriété 19 Soient A, B et C des parties d’un ensemble E.
B ANB=BNA.

An(BNC)=(AnB)NnC.

ANg =g e ANA=A.

ANBCA e ANBCB.

ACB < ANnB=A

AUB = BUA.

ACAUB etBCAUB.



HAUG=A et AUA=A.

B ACB < AUB=B.

Démonstration 20 Les démonstrations sont pour l’essentiel une reformulation des opéra-
tions logiques. On en démontre un exemple pour fournir un modéle de démonstration d’égalités
ensemblistes.

re AN (BNCO) reAetxe(BNCO)
reAet (xeBetxel)
(reAetxeB) etxel
re€(ANB) etx el

re(AnB)NC

1111t

Propriété 21 (Lois de Morgan).
Soient A, B et C des parties d’un ensemble E.

B AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
B AUBNC)=(AUB)N(AUC).
Démonstration 22 .

B Soient A, B et C des parties d’un ensemble E. Montrons que : AN (BUC) = (ANB)U
(ANC).

Démontrons par équivalence.

re AN (BUC) reAetxe(BUC)

reAet (xeBouxel)
(xreAetxeB) ou (xeAetxel)
re€(ANDB) ouxz e (ANC)

re€(ANB)U(ANC)

111ty

B Méme démarche pour l'autre égalité.

On expose quelques exemples pour familiariser par les démonstrations ensemb-
listes

Exemple 23 Soient A, B et C' trois parties d’un ensemble E.
Montrer que :

{AmB:AmC . B_C

AUB=AUC

On suppose que : ANB=ANC et AUB = AUC, et on montre que : B = C.
Soit x € B, alors : x € AUB donc : x € AUC c’est-a-dire x € A ou x € C.

B Siz e C, ce qu'on veut.



B Six ¢ C, alors x est nécessairement dans A d’ot x € AN B ensuite : x € AN C donc

zeC.

Dans tous les cas, on conclut que : B C C. (1)
Soit v € C, alors : x € AUC donc : x € AU B c’est-a-dire x € A ou x € B.

B Six € B, ce qu'on veut.

B Si x ¢ B, alors x est nécessairement dans A d’ov x € ANC ensuite : x € AN B donc
T € B.

Dans tous les cas, on conclut que : C C B. (2)
D’apreés (1) et (2) on en déduit que : B = C.

Exemple 24 Soient A, B et C' trois parties d’un ensemble E.
Montrer que :
A=B < ANnB=AUB

Démontrons le double implications.
— ) Evident.
(<= On suppose que : AN B = AU B, et on montre que : A = B.

B Soitx € A, alors: v € AUB, donc: v € AN B c’est-a-dire : x € B. Ceci signifie
que : AC B. (1)

B Soit x € B, alors : x € AUB, donc: x € AN B c’est-a-dire : x € A. Ceci signifie
que : BC A. (2)

D’apreés (1) et (2) on en déduit que : A = B.

Différence de deux parties, Différence symétrique et complémen-
taires d’une partie

Différence de deux parties

Définition 25 Soient A et B deux parties d’un ensemble E. La différence de A et B, notée
A\ B (on lit “A moins B”) est l'ensemble des éléments de E qui appartiennent o A et
n’appartiennent pas ¢ B. On a donc :

A\ B={re€E/z€A et ¢ B}

E




Exemple 26 Si A ={2,5,7} et B={1,5,7,9}, ona: A\ B={2} et B\ A= {1,9}.

Pour tout ensemble A, on a A \ @ = A. De plus, pour tous ensembles A et B, on a
ACBssiA\ B=g.

Exemple 27 Soient A, B et C' trois parties d’un ensemble E.
Montrer que :

A\NC=B\C — ACB

On suppose que : ANC C BNC et A\ C =B\ C, et on montre que : A C B.
Soit x € A.

{AchBmC

B SizeC, alors: x € ANC, donc: x € BNC c’est-a-dire : x € B.

B Siz¢C,alors: x€ A\ C, donc:z € B\ C cest-a-dire : © € B.
Dans tous les cas, on conclut que : A C B.

Complémentaire d’une partie

Définition 28 Soit A une partie d'un ensemble E. Le complémentaire dans l’ensemble E

de la partie A, noté 4 ou aussi A, est l'ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas
a A.

C4 = {ve€E/x¢ A}
Vi € E, (zely < z¢A4)

Exemple 29 .
W Soit E=1{1,2,3,4,5}. Soit A={2,3}. On aC4 = {1,4,5}.
B Soit E=R. Soit A=10,1]. On a
Cd={rcR/z¢[0,1]} =]—00,0[U]L,+oo|
Remarque 30 Soient E un ensemble puis A et B deux parties de E. A\ B = ANCE.
Propriété 31 Soit E un ensemble. Soient A et B des parties de E. On a alors :
AcB «— [Bc(4
Démonstration 32 Voir la série d’exercices.

Propriété 33 (Propriétés sur les complémentaires)
Soient A, B et C des parties d’un ensemble E.

mC(Ch) =4



W C) A uCE.
W CAUB) _CanCE.
Démonstration 34 Soient A, B et C' des parties d’un ensemble E.

v elp (Cé) z ¢ (4

non (z € C3)

non (x ¢ A)

non (non (x € A))
reA

11111

T € CSEAmB) r ¢ (AN B)

non (z € AN B)
non(x € Aetxz € B)
non (x € A) ou non (x € B)
r¢ Aoux ¢ B
xe[:‘gu[:g

111ttt

Exemple 35 B

T € Eﬁ;‘UB)

r ¢ (AU B)

non (x € AU B)

non (x € A ou x € B)

non (x € A) et non(x € B)
r¢Aetx ¢ B
xeﬁgﬂtg

rrreee

O
Exemple 36 Soient A, B et C' des parties d’un ensemble E.
B Montrer que: A\ (BNC)=(A\ B)U(A\ C).

A\ (BNnC) = ANCPE9
= An (CZulf)
= ANCE) u(ANCE)  (Loi de Morgan)
= (A\B)U(A\C)



Différence symétrique

Définition 37 Soit £ un ensemble, et A, B deux parties de E. On appelle différence
symétrique de A et B, notée AAB la partie de E :

AAB = (AUB) \ (AN B)

®

Propriété 38 Soit E un ensemble. Pour tout (A, B,C) € (P (E)).

B AAB=(A\B)U (B\ A).

B AAB = BAA.

B (AAB)AC = CA(AAB).

B AAD = A

B (AAB)NC=(ANnC)A(BNC(C).

Démonstration 39 Soit E un ensemble. Pour tout (A, B,C) € (P (E))®.
B Montrons que : AAB = (A\ B) U (B \ A).

AAB = (AUB) \ (ANB)

(AUB)N (ANB)

= (AUuB)N(AUB)

(AuB)NA)U ((AuB)NB)

(An4)u (BnA4))u((AnB)U(BNB))
(B

(A

NA)U(ANB)
\ B)U(B\ 4)

B Montrons que : AAB = BAA.

AAB =(A\ B)U(B\ A) = (B\ A)U(A\ B) = BAA

10



B Montrons que : (AAB) AC = CA(AAB).
(AAB)AC = ((AAB) \ C)U(C \ AAB)
= ((AAB)NC) U (Cn (AAB))
- (C N (AAB)) U ((AAB)NT)

= (C'\ (AAB))U((AAB) \ C)
— CA(AAB)

B Montrons que : AAG = A

AN =(A\ @)U\ A) =Aug=A

B Montrons que : (AAB)NC =(ANC)A(BNC).

(ANC)A(BNC) = ((AnC)n(BNC))u((BNC)N(ANC))

((
(AnC)n(BUC))U((BNC)N(AUC))

= (AnCcnB)u(AncnC))u((BNCnA)u(BnNnCNO))
(ANCNnB)U(BNCNA)

(4nBuEns)ne

(AAB) N

0
Produit cartésien

Définition 40 Soient E et F' deux ensembles. Le produit cartésien, noté E x F', est
l’ensemble des couples (x,y) owx € E ety € E.

Exemple 41 R2=R xR = {(z,y)/ =,y € R}.
Exemple 42 Soient E = {a,b,c} et ' ={1,2,3}. Cherchons E x F.

Ex F={(a,1);(a,2);(a,3);(b,1);(b,2);(b,3);(c;1);(c,2);(c,3)}

FIN
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