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Les applications

Généralités sur les applications

Définition d’une application

Définition 1 Soit f une fonction d’un ensemble non vide E vers un ensemble non vide F.
f est une application de E vers F' si et seulement si tout élément de ’ensemble de départ
E a une et une seule image dans l’ensemble d’arrivée F' par f.

Avec des quantificateurs, cela donne
Soit f une fonction d’'un ensemble E vers un ensemble F.

[ application < (Vx € E),(Blye F)/ y= f(x))

APPLICATION

Remarque 2 L’ensemble des applications de E vers F' se note A(E,F) ou plus fréquem-
ment F¥.

Egalité de deux applications

Définition 3 Deux applications f,g : E — F sont égales si et seulement si pour tout
x € E, f(x) = g(x). On note alors f = g.



Image directe, image réciproque d’une partie par une application
Image directe

Définition 4 Soient E et F' deux ensembles non vides puis f une application de E vers F.
Soit A une partie de E. L’image directe de la partie A par Uapplication f, notée f(A),
est ’ensemble des images des éléments de A par f.

f(A) ={/(z), z € A}.

Avec des quanticateurs, cela donne :
Soient E et F deux ensembles non vides puis f € F¥. Soit AC E.

(Vy e F),Vye f(A) <= Tz e Aly=[(z)
Exemple 5 Soit f lapplication définie par :
f: R — R

r — 22 +2
Montrer que : f([-1,1]) = [-1,3].
On montre les doubles inclusions.
B C) Soity e f([—1,1]) ,il existe x de [—1,1] tel que f(z) =y.
Ona:
fl@)=a*+20=(®+20+1) —1=(z+1)*—1

comme —1<x<1,alors:0<x+1<2, donc: —1§(x+1)2—1§3.
Donc : y € [-1,3], c’est-a-dire : f (|—1,1]) C [-1,3].

B D) Soit y € [—1,3]. Résolvons 'équation f (z) =y dans [—1,1].
Soit v € [—1,1].

= y <= 2+ =y

—= (z+1)°=y+1

— z+l=+y+1 , 24+1>0 e y+1>0
— z=+y+1-1

commey € [—1,3], alors: =1 <\ Jy+1—-1<1,dou:ye f([-1,1]). Ce qui siginfie
que - [_173] - f([_la 1}) :

Finalement :

F(=1,1)) =1-1,3]

Exemple 6 On considére deux ensembles non vides E' et F'. Soit f : E — I une applica-
tion.

Soient A et B deuz éléments de P (E).

Montrer que si A C B alors f (A) C f(B).
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o Soity e f(A), il existe x € A tel que y = f(z).
Puisque A C B, on a x € B donc f(x) € f(B), c’est-a-dire : y € f(B). Donc :

f(A) C f(B)
Théoréme 7 Soient E et F' deux ensembles non vides puis f une application de E vers F.
1 V(A B) € (P(E)?, f(AUB) = f(4) U f (B)
2. V(A,B) € (P(E))*, f(ANB) C f(A)Nf(B)
Démonstration 8 .
1. On procéde par double inclusion.

B Soity e f(AUB), il existe v € AU B tel que y = f (x).
Size Aalorsy e f(A). Six ¢ A, c’est alors que x € B et doncy € f(B).
Dans les deux cas, on a bieny € f(A)U f(B).

B Soity € f(A)U f(B). Siy € f(A), alors il existe x € A tel que y = f(z). Mais
alors v € AU B et doncy € f(AU B).

Siy ¢ f(A), alors y est nécessairement dans f(B) et il existe x € B tel que
y = f(x). Or dans ce cas, on a aussi x € AU B et de fait y € f(AU B).

Dans les deux cas, on a bieny € f(AUB). D’ou
fAUB) = f(A) U f(B)

2. Soity € f (AN B), alors il existe x € AN B tel que y = f(z).

Comme x € AN B, alors © € A ce qui signifie que f(x) € f(A), c’est-a-dire y € f(A).
De méme x € B, ce qui signifie que f(x) € f(B) c’est-a-dire y € f(B).

Doncy € f(A) ety € f(B), alorsy € f(A)N f(B). D'ou
f(ANB) C f(A)N f(B)
0

Image réciproque

Définition 9 Soient E et F' deux ensembles non vides puis f une application de E vers F.
Soit B une partie de F. L’image réciproque de la partie B par l'application f, notée f~1(B),
est l’ensemble des antécédents des éléments de B par f.

[ (B)={x€E/ f(z) € B}

Avec des quantificateurs, cela donne
Soient E et F deux ensembles non vides puis f € F¥. Soit B C F.

(Ve € E), x€ f'(B) < f(z)€B



Exemple 10 Soit [ l'application définie par :

f: R — R
2
241

T

Montrer que : f~'([-1,1]) = R.
B Soit x € R.

H-11]) = f(2) € [-1,1]
-1< f(x) <1

2x
2+ 1

—1< <1

2x
2 +1
2el
x?2+1 -
2| <2®+1
0< (| - 1)?
relR

<1

[N A

Donc

FH-LT) =R

Exemple 11 On considére deux ensembles non vides E et F. Soit f : E — F une
application.

Soient A et B deux éléments de P (E) .

Montrer que si A C B, alors f~'(A) C f~'(B).

B Soit v € f~1(A), alors f(x) € A et comme A C B donc : f(z) C B, Ceci signifie que :
r e f1(B).
Donc

fHA) c 7 (B).

Théoréme 12 Soient E et F' deux ensembles non vides puis f une application de E vers
F.

1. Y (2)=0
2.VAe P(F), f(A) = f1(A)

3. ¥(A,B) € (P(F))’, [ (AUB) = 1 (A)U [T (B)
4 Y (A B) e (P(F)*, [T (ANB) = [ (A)nf(B)

Démonstration 13 .



1. Immédiat.

2. Soit AC F. Soit x € E.

ref(A) = f(r)ed <= f(r)¢ A < 2¢ ['(A) < ze f1(4)

3. Soient A et B deux parties de F. Soit x € E.

zef'(AUB) f(z) e AUB
f(z) e Aou f(x) e B
vef (A ourefH(B)

ze [TH(A)UST(B)

11t

Donc on obtient :

fHAuB) =1 (AU (D)
4. Soient A et B deux parties de F. Soit x € E.

vef1(ANDB) f(x) e ANB
f(z)e Aet f(z) e B
vef (A etzef(B)

ve fH(A)NF(B)

1111

Donc on obtient :

fHANB) = (AN f(B)
O

Exemple 14 Soient E et F' deux ensembles non vides puis f une application de E vers F.
1.YAe P(E), AC f71(f(4)).
2.¥YBeP(F), f(f*(B)) cCB.
B Soit A une partie de E. Soit x € E.
TEA — [(2) € f(A) = v € [ (f(A))

B Soit Be€ P(F).Soitx € f(f1(B)), il evistey € f~*(B) tel que x = f(y).
Comme y € f~(B) donc f(y) € B, c’est-a-dire x € B.



Injections, Surjections, Bijections

Injection (ou applications injectives)

Définition 15 Soit f une application d’un ensemble non vide E vers un ensemble non vide
F.

f est injective si et seulement si tout élément de l’ensemble d’arrivée F' a au plus un
antécédent dans E par f (c’est-a-dire soit pas d’antécédent, soit exactement un antécédent).

Avec les quantificateurs, cela donne

[ injective <= (V (z,y) € E?, f(z)=f(y) = z= y)

Une application injective Une application non injective

Exemple 16 On considére l’application :

[t ] +oo[ — ]2, +0o0]
2z
rz—1

r +H=—

Montrer que l’application f est injective.

B Soit (z,y) € (|1, +o0[)”.

2z 2

[ = ) = =T
= 2z(y—1)=2y(z—1)

= 2oy — 2z =2yxr — 2y
S

r=1y

Ceci signifie que l'application f est injective.
Remarque 17 .

f non injective <= I(x,y) € B, f(x)=f(y) et x #y



Exemple 18 On considére l’application :

f: R — R

r — 22—-3r+2

Montrer que f n’est pas injective.
f(1) =0 = f(2) mais 1 # 2. Ceci signifie que Uapplication f n’est donc pas injective.

Exemple 19 On considére l’application :

f + J1,400] — R

r — T+Vaz-zx

Montrer que f est injective.
W Soit (z,y) € (]1,+00])>.

flz) = fly) = e+ Vel —z=y+Vy’—y
(\/rv"’—ﬂf—\/y?—y)2=(y—w)2

(2* —z) —2vVa2 —av2 —y+ (V¥ —y) = y* — 2y + 2
—z—y—2Va? — /Y2 —y+2yz =0
—r4yr—2Vat — a2 —y—y+yr=0
wly—1)—2Va? —a/y? —y+y(r—1)=0

22 (y— 17 =2V — 2y —y+ 1P (e —1)° =0
(Ve—1-VyG-1) =0
Va(ly—1)=vyz-1)

r=1y

A

Ceci signifie que Uapplication f est injective.

Surjection (ou applications surjectives)

Définition 20 Soit f une application d’un ensemble non vide E vers un ensemble non vide
F.

f est surjective si et seulement si tout élément de ’ensemble d’arrivée F' a au moins un
antécédent dans E par f.

Avec des quantificateurs, cela donne

[ surjectives <= Yy € F, Jx € E/ y= f(x)



Fonction non surjective, Fonction surjective,
des éléments de Y nont pas d'antécédents tous les éléments de ¥, ont un antécédent

Exemple 21 On considére l’application :

[ JL4oo[ — ]2,400]
2x
rz—1

xr

Montrer que f est surjective.

B Soit y € ]2, +00[. Résolvons l’équation f (z) =y dans |1, +o0].
Soit x € |1, +00].

2z
= < =
f(x) y =V
— 2x=y(x—-1), (x—1#0 pourz>1)
= 2r—yr=—y
= w2-y)=-y
Y
— = —— —2#0
=g (y—2#0)

Comme %5 = 1 c’est-a-dire %5 € ]1,+00[, alors 'équation f(x) =y admet au moins
une solution dans |1,+oo[. Ceci signifie que f est surjective.

Exemple 22 On considére l’application :

FiooR — 01
1
22 — 2z + 2

r

Montrer que f est surjective.

B Soit y € ]0,1]. Résolvons l'équation f (x) =y dans R.



Soitz € R

1
x? —2r+2
— 1:(31:2—2:6—1—2)3/ ,(x2—2:c+27é0 pom’xER)
= yr?—2zy+2y—1=0

flz) = y = =y

Le discriminant A de ’équation est :

A = b —4dac
= (—2y)° —4dxyx(2y—1)
= 4dy(1—-y)

onal<y<1,alors: 0<1—y<1donc:A>0.

donc Uéquation f(x) = y admet au moins une solution dans R. Ceci signifie que
lapplication f est surjective.

Théoréme 23 Soient E et F' deux ensembles non vides puis f une application de E vers
F.

f est surjective <= f(E)=F

Démonstration 24 .
Voir la série d’exercices.

Exemple 25 On considére l’application :

f: R — R
r — 244r+1

Montrer que : (Vx € R), f(x) > =3, Uapplication f est-elle surjective ? Justifier.

B Soit x € R.
On étudie le signe de f (z) + 3 sur R

f@)+3 = 2°+42+1+3
= 22 +4x+4
( +2)*

pour tout x de R on a : (xv + 2)2 > 0. Donc

(Ve e R), f(x) > -3

L’application f n’est pas surjective, car —4 n’a pas d’antécédent par f.



Bijections, réciproque d’une bijection

Définition 26 Soit f une application d’un ensemble non vide E dans un ensemble non vide

F.

f est bijective si et seulement si tout élément de ’ensemble d’arrivée a un et un seul
antécédent dans E par f.

E #

| 1 F M\]
A

Exemple 27 On considére l’application :
[ R\{2} — R\{1}
r+1
r—2

r

Montrer que f est bijective.
B Soity € R\ {1}. Résolvons l’équation f (x) =1y dans R\ {2} .
Soit © € R\ {2} .

f(x)

:U+1_

<
y r—2

Y

— z+1l=y(x—-2) , (x—2+#0 pourz e R\{2})
— r+1l=yr—2y
— r—yr=-2y—1
— z(l—-y)=-2y—1
2y +1
= r=s Ty (y—1#0)

. 2y+1 2l o g g .
On a: # # 2, en effet si nyl = 2 c’est équivaut a
20+1=2y—2 <= 1=-2  (absurde)

done, on déduit que 2ny+11 € R\ {2} ,alors I’équation f(z) = y admet une unique solution
dans R\ {2}, ceci signifie que f est bijective.

Exemple 28 On considére l’application :

—1 5)

o {?m{ - {5’“"){
5%
2

Montrer que f est bijective.
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W Soity € [2,+o0[. Résolvons Uéquation f (x) =y dans [, +00].
Soit x € [’Tl,—i-oo[.

— oo 5 sy e |2 4o
— = — — — our
r+1=\v=-5) -+ |zt 20pourze |,

Comme (y — 3)2—i > 1. clest-a-dire (y — é)Q—i € [, +oo[ alors Uéquation f(z) =

y admet une unique solution dans [_Tl, —1—002[, cect signifie que f est bijective.

Théoréme 29 Soient E et F' deux ensembles non vides puis f une application de E vers
F.

f est bijective si et seulement si f est injective et surjective.
Exemple 30 On considére ’application :

f o 1,400 — ]2,400]
2z
r—1

Montrer que f est bijective.

B On a d’aprés les exemples précédents que l'application f est injective et surjective, ceci
signifie d’aprés le théoréme ci-dessus que l'application f est bijective.

Quand f : E — F est bijective, pour chaque y de F) il existe un et un seul élément = de
E tel que f(x) = y. On peut alors définir 'application de F' vers E qui, a chaque y de F),
associe I'unique élément x de E tel que y = f(x) :

Définition 31 Soit f une application bijective d’un ensemble non vide E sur un ensemble
non vide F. La réciproque de f est lapplication notée f~1 définie par

V(r,y) EEXF, f(a)=y <= v=f"(y)
Exemple 32 Soit l’application

f : [27+OO[ - [17+OO[
r — 22 —4dr+5

Montrer que f est bijective et donner f—.
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B Soit y € [1,+00[. Résolvons l'équation f (z) =y dans [2,+00].
Soit x € [2,+00]

y <= 2’ —4dr+5=y
(:B2—4x—{—4)—|—1:y
(x—27=y—1
o =2 =+y—-1
xz?—l—ﬁ

comme 2+ \/y —1 > 2 c’est-a-dire 2 + \/y — 1 € [2,+00]| ceci signifie que f est une
application bijective. Sa réciproque est l'application f~1 définie par :

f(z)

(R

7 1,400 — [2,40o0|

r — 24++vVr—1

Théoréme 33 Soient E et F' deux ensembles non vides et f une application de E dans F.
Si f est bijective, alors f~* est bijective et (f1)" = f.

Composition des applications

Définition 34 Soient E, F' et G trois ensembles non vides. Soient f une application de E
vers F' et g une application de F vers G.

La composée des applications g et f , notée g o f, est application de E vers G définie
par

Ve e E, (go f)(z) = g(f(x)).

Exemple 35 Considérons les deux applications

f: R — R

r — x+1
et

g: R — R

Pour tout réel x, on a

(g0 f) (@) =g (f(2)) = (f ()" = (z+1)’

et
(fog)(z)=flyg(z) =gla)+1=2"+1

Remarque 36 .

12



1. En général

gof#fog

2. Soit E un ensemble non vide. L’identité de E est l’application de E dans lui-méme
définie par :
Vee E, Idg(x)==

Théoréme 37 Soient E, F, G et H quatre ensembles non vides. Soient f € F¥, g € GF
et h € HE.

1. fo(goh)=(fog)oh.
2. Idpof=1f et foldg=7Ff.
Remarque 38 .

1. Soit E un ensemble non vide puis f est une application de E dans E. Pour n € N*¥,
on pose

fo.of =f"
—_—

n facteurs

2. En générale
Vn e N*, (fog)" # ["og"
Fonction indicatrice (ou caractéristique) d’une partie

Définition 39 Soit E est un ensemble non vide et A une partie donnée de E. Pour x € F,

on pose
1 sizc A

Xa(x) =
0 siz¢g A

Restriction, prolongement
Définition 40 Soit f une application de E vers F'.

o Soit A une partie non vide de £ la restriction de f a A, notée f, 4, est l'application :

f/AiA — F

B Soit E C E' on dit qu’une application g de E' vers F est un prolongement de f a F'si
9,8=1

Exemple 41 .
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B Soit f l'application

f: R — R

r +— 3|1—x2|+x

On considére la restriction de application f sur [—1,1], par

fo-ny s [, — R
x — —3224+21+3

B Soit f l'application

f: Rt — R

r —— X

On considére Uapplication g le prolongement de f a R.

g : R — R

FIN
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