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ETUDEGEMERALE

Les applications linéaires - correction des exercices

Exercice 01

e f; n'est pas linéaire car elle ne vérifie pas la condition nécessaire f(0) = 0, puisque dans
cecas,ona f(0,0,0,0) = (0,0, 3).
e f, n’est pas linéaire, en effet, si C = (x,y, z).

fQ2X) = f(2x,2y,2z) =2Q2x + 6yz,x — 2y,z —x) # 2f(X)
e f, estlinéaire, en effet, VP € P,(R),V(a, 8) € R?, ona:
falaP + Q) = aP' + Q" = af,(P) + B£1(Q)

Exercice 02

e Pour calculer f(2, 2, 2), il suffit de remarquer que (2,2, 2) = 2v, et donc
f(2,2,2) = f2vy) = 2f(v1) = 2(0,-2,3) = (2,—4,6)

e Pour calculer f(v3), connaissant uniquement f(v,) et f(v,), il faudrait pouvoir exprimer
V3 en fonction de v; et v,. On voit facilement que v; = 2v; — v,. (Dans le cas ou la
relation n’apparait pas de maniére évidente, on cherche des scalaires 1, 4,, A5 tels que
vy + v, + A3v3 =0).0na

U3 = 21]1 VU= f(US) = f(zvl - UZ) = zf(vl) _f(UZ) = (2' _4' 6) - (_2) 1) 1) = (4'; —5, 5)

Exercice 03

Connaitre les sous-espaces vectoriels Imf et Kerf revient a en déterminer une base.
e Imf estl'ensembledes f(x,y,zt),(x,y,zt) € R*.Ona
flx,y,z,t) =(-3y+2z+t,x+3t,x—y+2z+3t,y—z)
=x(0,1,1,0) + y(-3,0,—-1,1) + z(2,0,1,—-1) + ¢t(1,3,3,0)
Imf estdonc engendré par les 4 vecteurs
v; =(0,1,1,0); v, =(-3,0,—1,1) ;v3 =(2,0,1,—-1) et v, = (1,3,3,0)

Ces vecteurs sont-ils linéairement indépendants ?
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_312 + 213 +A4_ = 0

_ Al + 314 = 0 2.1 = _32.4_
M1+ A0, + A303 + A0, = 0= A — Ay +23+31, =0 {/12 == A,
12_13 =0

La famille {v,, v,, v3, v, } estliée, par exemple, en prenant 1, = 1, on obtient :
Uy =3V —V, — V3

Le vecteur v, étant lui-méme combinaison linéaire de v, v,, v3, on peut « I’éliminer » et Imf est
alors engendré par {vq, v, v3}. Vérifions que cette famille est libre :

—31,+21; =0
Mvs+ v, + 303 =0 = A =0 = =A,=2;=0
373 M=—Ay+Az3=0 "1~ 7"277%
dy—A3=0

{v1, vy, v3} est libre et génératrice, donc c’est une base de Imf et DimImf = 3

e Kerf estl'ensemble engendré par une seule vecteur
f,y,zt) =0 (-3y+2z+t,x+3t,x—y+z+3t,y—2)=0

—3y+2z+t=0
x+3t=0 x =-=3t
x—y+z+3t=0=>{y=z=t
y—z=0

=4

o Kerf = {(-3t,t,t,t):t € R}

Kerf est donc le sous-espaces vectoriel engendré par le vecteur (—3,1,1, 1) qui en est une base
(Noter que tout vecteur non nul est libre), DimKerf = 1 (Le théoreme des dimensions est bien
vérifié : DimImf + DimKerf = 4)

Exercice 04

a. On sait qu'une application linéaire est complétement définie si on connait I'image d’une
base de 'espace de départ ; les trois relations définissent f si les vecteurs v; =
(2,0,a); v, =(1,1,—1) ; v3 = (3,0,—1) forment une base de R3. Il suffit donc de
chercher a pour que la famille {v4, v,, v3} soit libre :

22.1"‘12"‘313:0 Az=0

/11171 + /127.72 + /137.73 = 0 == 12 = O = 13 = 0(/11
0(11—/12—13=0 (2+30()/11=0

Sia # — %, la famille {v4, v,, v3} est libre dans R3, donc c’est une base de R3.
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1 . pe .
b. Poura = — E’f est bien définieetsi X = (x,y,2) € R3, on cherche ses composantes

(a, b, ¢) dans la base {v4, v,, v3} en fonctionde x, y et z :

(x,y,2z) = avy + bv, + cv,

1
—a (z, 0, —g) +b(1,1,-1) +¢(3,0,—1)

a
= (2a+b+3c,b,—§—b—c)
D’ou

x=2a+b+3c
= x+5y+ 6z
y=>b :>a=x+2y+3z,b:y,c:—+

a
—3-b-c=z 3
C’est-a-dire
x + 5y + 6z
(x,y,2) = (x+ 2y + 32)v; + yv, — +v3
x+5y+6z
Et fx,y,z) = (x+ 2y +32)f(v) + yf(vy) — Tf(v:;)
x + 5y + 6z
= (x+2y+320)(1,21) +y(2,—1,1) — + (3,3,3)

D’ou
f(X.)’.Z) = (_y —2z,x — Zy' _Zy - 3Z)
(Pour vérifier nos calculs, on peut retrouver grice cette expression, les valeurs des f(v,))

Exercice 05

a. Nous avons trois vecteurs dans R3, pour former une base, il suffit de vérifier qu’il sont

libres.
Al+3l3 =0
/111]1"‘).2172"‘).3173:0:) Al+12 +A3:0:>11212:/13:0
_211_13 =0

v = {vy,v,,v3} est donc une base de R3.

b. La matrice de f est obtenue en écrivant en colonnes les composantes de I'image de la
base de départ dans la base d’arrivée. Appelons &, = {&;, &,} la base canonique de R%. On
a:

fle) =£(1,0,0) = (1,3);f(e2) = £(0,1,0) = (—=1,-2); f(e3) = f(0,0,1) = (-2,1)
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RN 1 _1 _2
Dou M1=(f,€3,€2)=[3 _2 1]

c. Pourtrouver M, (f, v, &,), on calcule les composantes de la base v dans la base ¢, :
f(vl) = f(l, 11_2) = (41_1) lf(vZ) = f(Ol 11_1) = (11 _3) If(v3) = f(3l 1' 0) = (2' 7)
- 141 2
D’ou Mz(f,v,ez)—[_l 3 7]

d. Pour trouver M;(f,v,w), on calcule les composantes de la base v dans la base w :
fw) =@4,-1)=4e —&,;f(v,) =(1,-3) =g —3&,; f(v3) =(2,7) =2¢&; + 7¢,.
Or, wi =11 =¢+¢

Wy = (—1, 2) = —& + 282

D’ou &y = %

Et f(v1)=4zwlT_W2—%=§wl—§W2
f2) = 2W13_W2 - 3W1;W2 = —§W1 —§W2
flvy) =2 2W13_W2 + 7W1J3rWZ = 1—31W1 + EWZ

Enfin — Ms(f,v,w) = —75//33 _—11{/33 151//33 =135, 5]

Exercice 06

On sait que tout vecteur X = (x,y,z) € R3 s’écrit de facon unique
X =x(1,0,0) +y(0,1,0) + z(0,0,1)
Et fX)=xf(1,0,0) + yf(0,1,0) + zf(0,0,1) (f linéaire)
Oor f(1,0,0)=(-1,0,1);f(0,1,0) =(2,2,-1) et £(0,0,1) = (0,1,-3)
D’ou f&X)=(-x,0,x) + (2y,2y,—y) + (0,2,—32)
=Q2y—x2y+zx—y—32)
L’application linéaire cherchée est donnée par

fx,y,2) =Ry —x,2y +z,x—y—32).
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Exercice 07

a.
o X =(x1,x5,x3,x) EKerf & f(X)=0

S () — 2x5 + X4, X5 — X3,X1 +2%4) =0

X1 — 2% +x4 =0

= xz—x3=0
x1+2x, =0
S xy =4xy , X3 =X, ,X4 = —2X
1 2 3 2 4 2

S X = (4xy, X3, X0, —2X5) = x5(4,1,1,-2)

Donc Kerf est le sous-espace vectoriel de R* engendré par (4,1,1,—2) et DimKerf = 1

o Y =04,y2Yy3) EImf & 3X = (x1,%3,%3,%,) € R*tel que Y = f(X)
(=1 Y(x1 - 2x2 + Xg, Xy — X3,X1 + ZX4)
= x,(1,0,1) + x,(=2,1,0) + x5(0, —1,0) + x,(1,0,2)

= X111 + XUy + X3V3 + X4 Uy

La famille {v4, v,, v3,v,} engendre Imf et cette famille est nécessairement liée puisque Imf c
R3, c’est-a-dire DimImf < 3. D’autre part, d’aprés le théoréme des dimensions, on a DimImf =
DimR* — DimKerf = 3. Vérifions que la famille {v,,v,, v3} est libre :

Alvl + AZUZ + A3U3 = 0 = 11(1, 0, 1) + 12(—2, 1, 0) + 13(0,_1, 0) = 0
= (A4 — 245,4; —43,41) = 0
= Al = AZ = 13 =0

Imf est un sous-espaces vectoriel de R3 avec DimKerf = 3 = DimR3 donc Imf = R3 et f est
surjective.

b. Appelons g, = {e,e,,e3,e,4} et €3 = {&1, &5, £3} les bases canoniques de R* et R3, les
colonnes de A sont les composantes de f(e,); f (e,); f(e3); f(e4) dans la base &,.

f(e1) = (1,0, 1)2f(92) =(-2,1, O)Jf(es) =(0,—-1,0) et f(e4) =(1,0,2)

1 -2 0 1
D'ol A=M(f;£4,e3)=[0 1 -1 o]
10 0 2
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c. Les colonnes de B sont les composantes des vecteurs f(e;), f(e,), f(es), f(e,) dans la
base w. On a

fle) =(1,0,1); fex) = (=2,1,0); f(ez) = (0,-1,0) et f(ey) = (1,0,2),

C’est-a-dire fle)) =&+ €35 fley) =—2e1+ & ; flez) =—¢&;; fley) =& + 2¢3
Or Wy =& +&; Wy =—& +26;, W3 =& +& —&3;

D’ou & =2W1; —Wy —2W3 ; & = =Wy + Wy +2W3; &3 =Wy — W3

Enfin f(e1) =3w; —w, — 3wy ; f(e;) = —=5w; + 3w, + 6ws;

flez) =wy —wy —2ws; fey) = 4wy —w, — 4w

La matrice associée a f aux bases ¢, de R* et w de R® est donnée par

3 =5 1 4
B=M(f; &,w) = [—1 3 -1 —1]
-3 6 -2 —4

d. Soit X = (x1,%5,x3,%,) € R* ona
fQX) =x1f(e1) + x2f(e2) + x3f (e3) + x4f (e4)
= x,(Bw; —wy — 3ws3) + x,(=5wy + 3w, + 6ws3) + x3(wy — wy — 2ws) + x, (4w — w, — 4ws)
= (3x1 — 5x + x5 + 4x )wy + (—x; + 3%, — x3 — x)wy + (—3x; + 6x5 — 2x3 — 4xy)W3
Or Wy =& +&; Wy =—& +263;, W3 =& +& —&3;

D’ou fX) = (Bx; —5x5 + x3 +4x,) (g1 + &) + (—x1 +3x5 —x3 — x4)(—&; + 265) +
(=3x1 + 6x, — 2x3 — 4x,) (g + &5 — &3)

= (x; — 2x; + x4)&1 + (x5 — x3)&5 + (X1 + 2x4) €3
On retrouve bien

f(xl,xz,x3,x4) = (X1 — 2x3 + X4, %3 — X3,%1 + 2X4)
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