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Correction d’examen 2

Exercice 1 (4 points)

On considére la suite numérique (u,,) définie par : ug = % et pour tout n de N :

neN

120
Unt1 = 501" T 3021

1. a) Montrons par récurrence que : (¥Yn € N), u, > 1.
Initialisation : St n = 0, alors uy = % et comme ug > 1. Donc, linégalité est
vraie.
Hérédité : Soit n € N. On suppose que u, > 1, et on montre que : U, > 1.
évaluons le signe de la différence : u, 1 — 1

] 1 n 2020
Ups1 — Uy, -
i 2021 2021
1 1
= U/n —_
2021 2021
et comme u, > 1, donc : ﬁun — ﬁ >0. Dou : uyyq > 1.

Donc, d’apreés le principe de récurrence on déduit que pour tout n de N, On a :

U, > 1.
b)
e Soitn € N.
Vérifions que : tUpi1 — Uy = % (1 —up)
_ L 20
Untt T ln = o001 T o001 U
2020
— —un — un + -
2021 2021
-0 2020
= o021 T 2021
2020
= )
2021

o Montrons que la suite (uy), oy est décroissante.

On a: Upi1 — U, = %(1—%), et comme u, > 1 alors : 1 —u, < 0. Donc :

Uny1 — Up < 0. Ceci signifie que la suite (u)neN est décroissante.
¢) La suite (un)neN est décroissante, donc : U, < Up_1 < Up_o < ... < ug. On déduit la

magjoration suivante : u, < ug, €& comme Uy = %, on obtient :

(VnEN),ungg



2. Soit (vy), ey la suite numérique telle que : v, = u, — 1.

1

a) Montrons que la suile (vy), oy est une suite géomélrique de raison q = 557

Soitne€N. On a :

Un+1 = Up+y1 — 1
1 1

2021"" ~ 2021

1

- — (u, —1
5021 (n = 1)

1
2021

1

Ceci signifie que la suite (v,)nen est géométrique de raison q = 3091

terme vg =ug — 1 = 3.
b) Soit n € N.

e On exprime v, en fonction de n.

et de premier

La suite (vn)neN est géométrique de raison q = —20121.

p =0, alors on obtient :

. _ n—p
Donc : v, = v, xq"P. Comme

1
Up = —————
2 x 20217
e On exprime u, en fonction de n.
Ona:vn:m, et comme : v, = U, — 1 alors:un—lzm. Donc :
(Vn € N) 1+ !
n Uy = —_——
o 2 x 2021
3. Montrons que : lim ln(u_"l) =1
n—s oo Un
1
. In (uy,) T In (1 + 2><2021")
lim = lim :
n—toolly, — 1 oo 7%20217
On sait que : —1 < 20% < 1. Donc: lim 2@% = 0. Alors on pose N = m

n—--+o00
quand n tend vers 400, on a N tend vers 0. Donc on obtient : A}imow = 1. (limite
usuelle) On a donc :

In (u
lim (un)

n—+oolt, — 1

=1

Exercice 2 (Les nombres complexes)

1. Dans l’ensemble C des nombres complexes, on consideére l’équation :

(B): 22— 2(V2+V6)z +16 =0



a) Vérifions que le discriminant de I’équation (E) est : A = —4(v/6 — /2)?

A = [2(va V) 6

= 4(2+2V12 +6) — 64
= 32+8V/12—-64

— —32+8V12

= —4(V6 —2V12+V2)
= —4(V6 —V2)?

b) L’équation (E) admet deuz solutions complexes conjuguées z; et zy telles que :

= PENVER s )+ iV - V)

2a
(V2 +v6) +i(vV6 — v2) = (vV2+ V6) — i(vV6 — v2). Donc
$ = { (V24 VB) +i(v6 - V2), (V2 + V6) — i(VG — v2)}

et 1 29 =771

2. a) Vérifions que : bc = a

be = (1+iV3)(V2—iV2)
= V2-iV2+iV6+ V6
= (V2+V6) +i(V6 - V2)

donc comme be = a alors be.c = ac, et comme cc = (V2 —iv/2)(vV/2 +iV?2) = 4.
Alors on obtient :
ac = 4b

b) L’écriture trogonométrique des nombres complezes : b et c.

b = 1+iV3
1 V3
— (= 442
(5 +i57)
= 2(cosg+ising).
et
c = V2+iV2
V2 V2
Y Sy i
(5 +ig)
= 2(Cosg+isin%).



c) On déduit que : a = 4(cos {5 +isin {5).

cherchons le module de a :
la| = |be| = |b| [¢| =2 x2=14

l’argument du compleze a :

arg(a) = arg(be) [27]
= arg(c) + arg(b) [27]
et comme arg(c) = — arg(c) [27], alors arg(c) = —7% [27]. Donc :
T
arg(a) = -7t 3 [27]
T
On aura . .
a = 4(cos 3 + isin E)

3. Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonomré direct (O, ',V ); on consid-
éreles points B, C et D d’affizes respectives b, c et d telle que d = a*: Soient z Uaffize
d’un point M du plan et 2" Uaffize de M' image de M par le rotation R de centre O

et d’angle {5.

a) vérifions que : Z' = }laz
RIM) = M < 2 —z,=¢c(z—2)
a
— J=-z
4

if5 — T 4i6in X = @
CaI‘612—C0812+ZSIIl12—4.

b) L’image du point C' par la rotation R.

Notons C' I’image du point C par la rotation R de centre O et d’angle 5.

ac

R(C)=(C" — c':%c:zzb

donc : C' = B. C’est-a-dire l'image du point C' par la rotation R de centre O et

d’angle {5 est le point B.
c) La nature du triangle OBC.
On a
OB =0C
R(C)=B < (0_(3*,03) = = [27]

Donc, le triangle OBC' est isocéle.



d) Montrons que :

6L4

Déduction :

on a :

Donc, les points O, B

Exercice 3 (Les intégrales)
Soit 0 € R, on pose : A(0)

1. Montrons que : fog A

e —e

21

6 —10 . —16
% et sinf =

Donc :

A(f) = cos®(0)sin

a* = 128b
On a : a = 4(cos {5 +isin 5

%), et d’aprés la formule de Moivre, on obtient :

= 4% <COS (4 X 1) + 7 sin <4 X 1))
12 12
= 256 (cos % + ¢ sin g)
256
= 128b
d—z, d a* 128b

b—2z, b b b

et D sont alignés.

= cos? (6) sin* (6) .
0)do = =

On utilise les formules d’euler pour linéariser ’expression A (6),

telles que : cosf =

()

(19+ez 2

(ew“_wﬂ

i)

ol _ efio) (eib? . 649)2

16 x 4

[(ew + e—i@) (e“’ . 6-1’9)}2 (e“’ . 6—i0)2

(622'6

. 6—2i6)2 (ew -

64

e—i9)2

64

( 641'6

—9o4 e—4i6’) (em .

2 4 e %9)

610 _ 9pdif | 2i0 _

64

26210 4 4 _ 9p20 | o—2i0 _ 9,—4if 4 ,—6if

(€6i9 + 6761’9)

64

_9 <€4w + 6741;9) + (622'9 + 672¢9> _9 (8219 + 6721'9) +4

2 cos (66)

64

— 4 cos (46) + 2 cos (20) — 4 cos (20) + 4

2 cos (60)

64

— 4 cos (40) — 2 cos (20) + 4

cos (66)

_ cos (40)

64

32

_ cos (20) N 1

16 32 16
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Alors :

2 2 cos(60) cos(40) cos(20) 1
/OA(e)de_/O e S
= i/2(:08(69)d9—i §COS<40)d9—i 5005(29)d9+i Edﬁ
32 J, 16 J, 32 J, 16 J,
1 sin(ﬁe)r_i{sm(zxe)r_i[sm(29)r+iw]g
320 6 |, 16| 4 ], 32 2 [, 16°°
1 1 1 1 s
= 3_2(0_0)_1_6<0_0)_3_2(0_0)+EX§
s
D)

On obtient finalement

2. o En utilisant une intégrati

/M(@)d@:l
) 32

on par parties, calculons l'intégrale suivante : fol (1 + 27) e**dx

u(r) =142z u(x) =2
=
V(1) = e*® v(z) =&
donc
1 14 92) 2]t 1
/(1+21’)€2de = [( +a)e } —/ e* dx
0 2 o Jo
271
T
2° T2 |2,
35 1 e 1
= == | = — =
2 2 2 2
= 62

On obtient finalement

o Fn utilisant une intégrat

1
/ (1+27) e*dw = é*
0
ion par parties, calculons lintégrale foe_l In(1+z)dx:
u(z) =In(1+x)

_
V'(z) =1



donc

X

e—1 e—1
In (1 dr = [z.In(1 N
| mraa = wwosopt- [ o

e—1
1-1
0 ].+J7

e—1 1
e—l)—/ 1-— dx
0 r+1

S Y
1

dx

On obtient finalement
e—1
/ In(l+x)de=1
0

Probléme d’analyse 4 (L’étude de la fonction exponentielle)
On considére la fonction numérique f définie sur R par :

5 1
flz)=—x+ 5~ 56’”_2(69”_2 —4)
— —
et (C') sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, j ). (unité : 2cm).
1. a) e Calculons : lim f(z)= 4o0:
: : 3 1 T—2( x—2
lim f(z) = lim —z+ 37 3¢ ("7 —4) = +o0
: T—2 : 1 T—2( -2 : o
car @ lim e *=0e lim —e"*(e"*—4)=0e lim —2+ - =-+00
T———00 Tr——00 T—>—00 2
e Calculons : linj flz)=—o0:
lim o) = Jim —o+ s - e e - )
im = lm —-o+4+--—= —4)=-
r—>—+00 v Tr—+00 v 2 26 € 0
car : lim e ?=+4o0et lim —=e" ("% —4)=—0c0
r—+00 r—+00 2
et lim —-ao+- = —o0
r—>—+00 2
. 9, . o 5 N
b) Pour montrer que la droite (A) d’équation y = —x+5 est une asymptote a la courbe

(C) au voisinage de —oo, il suffit de montrer que : Ih_r)n_f(x) —(—z+ g) =0.

) 5 1 )
lim f(z)—(—z+=) = lim —ao+-— =" 22 —4)+z— =

T——00 2 T—>—00 2 2 2

1
= lim —iem_Q(em_2 —-4)=0

Done, la droite (A) d’équation y = —x + 2 est une asymptote & la courbe (C) au
voisinage de —oo.



o Résolvons ’équation dans l’ensemble R : e 2 —4 =0

P24 =0 <= ?=4 = 1—-2=In4d & r=2+1n4

Donc
S ={2+1In4}
évaluons le signe de la différence f(z) — (—x + g) :
5 _ _1 =2/, -2
f@) ~ (ot ) = 5 e )

comme _716‘”’2 < 0 pour tout x dans R, alors on étudie le signe de l’expression
e*=2 — 4 pour tout x € R.
*

2 —4>0 <= r-2>In4 < r>2+In4 < rc[2+1n4,+oo]
et
"2 -4<0 <= 2-2<In4 < 2<2+In4 < x€]-00,2+1n4
On obtient
flz)—(—z+=) < 0 <= z€2+1n4,+o|
fx)—(—z+=) > 0 <= z€]-00,2+1n4]

Ceci signifie que :

e Six€]2+In4,+oof alors : f(z) — (—x+ 2) < 0. Ceci signifie que (C)
est au dessous de la droite (A) sur l'intervalle ]2 + In4, +o0].

o Six€]-00,2+1In4[ alors : f(x) — (—z + 2) = 0. Ceci signifie que (C)
est au dessus de la droite (A) sur lintervalle |—00,2 + In4].

o (Cy) et (A) se coupent en point d’abscisse 2+ In4.

2. a) Montrons que : linj @ ;
T —r+ 52— 1t 2(em 2 — 4
lim —f( ) = lim 22 ( )
r—4o0 r—>+00 X
5 T—2(,x—2 __ 4
B R S Ao G )
z—+00 2x 2z
) es2  p—2
= lm -1+ —-— X X (€% —4) = —o00
z—+00 20 -2 2z ( )
car: lim €0 = +4ocet lim Z2=1let lim (" 2—4)=+ooet lim 2 =
z— 400 T x—s+o0 <% T——400 r— 400

0.

Interprétation géométrique.

La courbe (C) admet une branche parabolique de direction l’aze des ordonnées au
voisinage de +00.



b) Calculons la fonction dérivée f' sur R.
La fonction f est dérivable sur R comme la somme et le produit des fonctions
dérwables sur R. (x+— —x 435 , 2 — St % et x+—— "2 — 4).

calculons f'(x) pour tout z € R.

5 1
@) = (ma+5— e e -0
1 1
- 11— (§6I_2(6$_2 _4) + 5690 2 % ea:—Q)
- 11— (1€2x—4 26:0—2 + 1 29:—4)
2

- _1-— 62:!:—4 + 2651:—2
= —((e"?)*—2e"2+1)
— _(6172 . 1)2

c) Le tableau de variations de la fonction f.
comme (e*72 — 1) > 0, alors : —(e*2 — 1) < 0. Donc : f'(x) < 0 pour tout
r € R.

fli@) =0 <= —("?-1)P =0 = 7-2=0 <= =2

On déduit le tableau de variations suitvant :

xr —0

S| -

——— o
|

3. La fonction f’ est dérivable sur R. Calculons f"(x) pour tout z € R.

f/”(CE) _ _Zem—z(ez—2 o 1)

comme —2e*2 < 0, pour tout x dans R, alors on étudie le signe de l’expression
e*2 — 1 pour tout v € R.

Donc



et

< 0 < e 2<1
— r—2<0

— <2

<= 1 €]-00,2

On résume le signe de la fonction f” dans le tableau suivant :

€T —00 2 —+00
—2clr—2) — —
dr—2—1 — +
7@ n _

convexite—de(C') | (Cconverxe (Ceoncave

Puisque la fonction f” s’annule en 2 avec un changement de signe, alors le point
A(2,2) est un point d’inflexion de la courbe (C).

4. Montrons que l’équation f(x) = 0 admet unique solution « telle que : « € ]2 +1n3,2 + In4|
On a :

e La fonction f est continue sur R (car elle est dérivable sur R), en particulier elle
est continue sur ]2+ 1n3,2 + In4(.

e La fonction f est strictement décroissante sur ]2+ 1In3,2 + In4[.
e f(24+In3) x f(2+In4) < 0.

On conclut d’aprés le T.V.I que l’équation f(x) = 0 admet unique solution o« dans
Uintervalle ]2 4+ 1n 3,2 + In4].

Autrement dit :
dla€]2+1n3,2+ 4]/ fla)=

Inl2 .
5

on calcule le centre de l'intervalle ]2 +1n3,2 + In4[ le nombre c tel que :, ¢ =
2tndtarind — 4HR12 o 3.2425, et comme f(4+1“12) 0,185466 et f(2+In4) =
-0, 886294 et comme f(4+1n12) X f(2+1n4) < 0. Donc :

e Cherchons un encadrement de o de longueur In4 —

441n12

5 <a<2+1In4

la longueur de l'encadrement est : 2+1n4—($242) = 24In4—2-1212 — |p 4 1nd2,

10



6. a) La fonction [ est continue et strictement décroissante sur R, alors elle admet une
fonction réciproque f~' définie sur J telle que : J = f(I) = f(R) =R
b) Voir la courbe.
c) Calculons : (f~')'(2 —1n3).
Ona: f(24+In3) =2—In3 et comme f est dérivable en 2+1In3 et f'(2+1n3) # 0,

alors f~1 est dérivable en 2 —1n3 et on a :

1 1 -1

F(f 1 (2-1n3) f(2+m3) 4

(f)(2-1m3) =

FIN
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